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  ي اول جلسه
  ي، ماكزيمم و مينيمم نسبي و مطلقنقاط بحران                                         

  نقطه بحراني 
a] با دامنه    fتابع   ,b]    نقاطي از بـازه بـاز       .  را در نظر بگيريد(a ,b)       كـه در آن نقـاط 
  .ناميم  ميfرابر صفر است و يا مشتق وجود ندارد را نقاط بحراني مشتق ب

  

a]اگر  .1ي   نكته ,b]ي   دامنهfگاه   باشد آنa و bباشند  نقاط بحراني نمي.  
  

fc ي  در حالت كلـي نقطـه      .2ي     نكته  D∈       را نقطـه بحرانـي f  نـاميم هرگـاه       مـي
f '(c) = D و يا f '(c)هاي بسته جز ابتدا و انتهاي بازه به. ( موجود نباشد(  

  

  .نقاط بحراني توابع زير را بيابيد .1 مثال 
) y x x31 3 5= − +  

) y x x
8 2
3 32 = −  

) y | x x x |3 23 2= + +  
x x x

) y
x x x

2

3
1

4
4 1

⎧ − ≤⎪= ⎨
− >⎪⎩

  

) y [x]5 =  
  : حل  

) y ' x21 3 3= −  
y نقاط بحراني ' x 1= ⇒ = ±D  

x x x) y ' x x
x x

5 1 3 2 2
3 3

3 3
8 2 8 2 8 22
3 3 3 3 3

− −
= − = − = 
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 »تجربيعمومي رياضيات «                                                                                                  2صفحه 

 

xدر نقاط    1
2

= x مشتق برابر صفر است و در نقطه ± = Dي نقاط بحراني برابر است با  پس مجموعه.  مشتق وجود ندارد, ,1 1
2 2

⎧ ⎫−⎨ ⎬
⎩ ⎭
D  

x(x ) x
) y | x(x ) |

x(x ) x

2
2

2
1

3 1
1

⎧ + ≥⎪= + = ⎨
− + <⎪⎩

D

D
  

(x ) x(x ) x
y '

(x ) x(x ) x

2

2
1 2 1

1 2 1

⎧ + + + >⎪= ⎨
− + − + <⎪⎩

D

D
  

(x )( x ) x
y '

(x )( x ) x
1 3 1

1 3 1
+ + >⎧

= ⎨− + + <⎩

D
D

  

x و -1در نقاط  1
3

= xنقطه در .  مشتق برابر صفر است− = Dبنابراين .  چون مشتق چپ و راست برابر نيستند پس مشتق وجود ندارد

,مجموعه نقاط بحراني عبارت است از  ,1 1
3

⎧ ⎫− −⎨ ⎬
⎩ ⎭
D  

x x
) y '

x x2
2 1 1

4
3 4 1

− <⎧⎪= ⎨
− >⎪⎩

  

2در نقاط  3
3

x و  1
2

xبر صفر و در نقطه  مشتق برا=   .پس اين تابع سه نقطه بحراني دارد.  مشتق وجود ندارد=1

x Z
) y '

x Z
5

 وجود ندارد 
∉⎧

= ⎨ ∈⎩

D
  

  .اند بنابراين تمام اعداد حقيقي نقاط بحراني تابع
  

yدر تابع  .3ي   نكته | f (x) fهاي  ني عبارتند از ريشه نقاط بحرا=| (x) = D و f '(x) = D) fپذير است  مشتق(  
  

yهاي نقاط بحراني تابع  مجموع طول .1 تست  x x3 3 23 2= −    كدام است؟+
  5) 4  1) 3  2) 2  صفر) 1  

  4ي  گزينه: پاسخ
x xy '

(x x )

2

3 2 23
3 6

3 3 2

−
=

− +
  

x x , x x2 3 23 6 3 2− = − + =D D : نقاط بحراني  

x(x ) , x x3 23 2 3 2− = − + =D D  
1 و 1 و 2نقاط بحراني عبارتند از صفر و      . است5 مجموع اين نقاط برابر 3±

  
   ماكزيمم و مينيمم مطلق

a] با دامنه fتابع  ,b]فرض كنيد .  را در نظر بگيريدc [a ,b]∈اگر براي هر .  باشدx [a ,b]∈ داشته باشيم f (x) f (c)≤ گوئيم 
f در c ماكزيمم مطلق دارد و f (c) را ماكزيمم مطلق fبطور مشابه اگر براي هر . ناميم  ميx [a ,b]∈يم  داشته باشf (x) f (c)≥ 

f مينيمم مطلق دارد و c در fگوئيم  (c) را مينيمم مطلق fناميم  مي. 
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 3  صفحه                                                                                                                     كاربردهاي مشتق 

 
تابع ترين عرض يك تابع را مينيمم مطلق آن  ترين عرض يك تابع را ماكزيمم مطلق آن تابع و كم  در حالت كلي بيش.4ي   نكته
  .ناميم مي

  
  .هاي زير توجه كنيد به شكل

  
  
  

f ماكزيمم مطلق برابر h و fدر توابع  (c h و 1( (c f و مينيمم مطلق برابر 1( (c h و 2( (c  ماكزيمم مطلق برابر gدر تابع .  است2(
g(c   . نه ماكزيمم مطلق دارد و نه مينيمم مطلقs مطلق ندارد و تابع  مينيمماين تابع.  است1(

  

  . ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق در صورت وجود منحصر به فردند.5ي   نكته
  

مانند .  است[m,M] برابر fگاه برد   باشند آنfب مينيمم مطلق و ماكزيمم مطلق تابع پيوسته  به ترتيM و m اگر .6 ي نكته 
  .شكل زير

  
  ⇒ f برد [ , ]1 1= −  
 

  .ماكزيمم و مينيمم مطلق توابع زير را بيابيد .2 مثال 
) y sin x ) y | x | | x | ) y x[x] x= − = − − = − ≤ ≤1 3 1 2 1 3 1 2  

  :حل  
sin x sin x sin x y1 1 3 3 3 5 3 2 1 5 1− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤  

  . است1 و ماكزيمم مطلق برابر - 5پس مينيمم مطلق برابر 
  
  
  

x
) y | x | | x | x x

x

1
2 1 2 1 1

1 1

− ≤⎧
⎪= − − = − < ≤⎨
⎪ <⎩

D
D  

  
  
  

  . است-1 و 1با توجه به نمودار ماكزيمم مطلق و مينيمم مطلق به ترتيب برابر   
)3  

x [x] y x
x [x] y
x [x] y x

x [x] y

1 1
1

1 2 1
2 2 4

− ≤ < ⇒ = − ⇒ = −⎧
⎪ ≤ < ⇒ = ⇒ =⎪
⎨ ≤ < ⇒ = ⇒ =⎪
⎪ = ⇒ = ⇒ =⎩

D
D D D

  

  
  . است4ترين مقدار تابع برابر  بر صفر و بيشترين مقدار تابع برا كم  
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