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ÅÅÅÅÅÅÅÅ±

« qB�Ë
Ò

‰

‰UL²Š« Ë v�œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ

 U� t� bM¼œÅv� Œ— v¹U¼ÅÁb¹bÄ U� ·«dÞ« —œ q³� “« Ÿu�ËÈU¼ÅX�UŠ ÂULð ¨U¼ÅÁb¹bÄ s¹« œ«bš— U¹

«b?š— —œ sJL�œ


 —u?ÞÅt?Ð s?J?L?� ÈU?¼ÅX?�U?Š “« p¹ÅÂ«b� t�Ås¹« “« U�« ¨rOÝUMýÅv� «— U¼ÅÊ¬  lD�Œ—

 ŸöÞ« ¨œ«œ b¼«uš vIO�œ v?¼UÖ Ë  UŽöÞ« ”UÝ«dÐ jI; Ë r¹—«b< U¼ÅX�Ë¨r?¹—«œ t� È«ÅtÐd−ð dÐÅÅUMÐ

Ÿu�Ë tÐ È«dÐ Èd²AOÐ ÊUJ�« ̈ sJL� ÈU¼ÅX�UŠ “« p¹ÅÂ«b� t� rO<eÐ ”bŠ U¹ rOM� vMOÐÅgOÄ rO<«uðÅv�

Æb<—«œ Èd²L� f<Uý p¹ÅÂ«b� Ë t²ý«œ s²ÝuOÄ

 t?� X?Ý« Áœ«œ ÊU?A< UOÝ¬ Âœd� “« vDUš œ«ó< —œ vJO²<˛  UF�UD� ¨bOM� ÷d;∏µÈU¼ÅÊ˛ •

ÁbMM�ÅsOOFðÏ dÖ« ¨bM²M¼ ©ÁdOð® V�Už ÈU¼ÅÊ˛ Ÿu< “« U¼ÅÊ¬ rAÇ @<— ≤œ«ó< s¹« tÐ oKF²� œ«d;« “« dH< 

r?A?Ç @?<— rO<«bÐ dÖ« øbýUÐ sýË— U¼ÅÊ¬ b<“d; rAÇ @<— œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ¨bMM� Ã«Ëœ“« r¼ UÐ

‰Ë« b<“d;øbýUÐ ÁdOð Áœ«u<Uš s¹« ÂËœ b<“d; rAÇ @<— œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ¨XÝ« sýË— U¼ÅÊ¬ 

tâÐ t� bO<“Åv� ”bŠ ULý ¨Ábý ÂU−<«  UF�UD� Ë œułu�  UŽöÞ« tÐ tłuð UÐ t²³�«ÏÁb�¬ UO<œ tÐ 

ÊUJ�« U¹¬ ÆbýUÐ ÁdOð @<— tÐ v¹U¼ÅrAÇ È«—«œ Áœ«u<Uš s¹« —œœułË r¼ tâÐ s¹« rAÇ ÊœuÐ sýË— 

t?â?Ð rAÇ @<— ÊœuÐ sýË— U¹¬ øœ—«œÏÊœu?Ð Ád?Oð U¹ sýË— ÈË— ‰Ë« s?¹« —œ ÂËœ b?<“d; rAÇ @<— 

øœ—«œ dOŁQð Áœ«u<Uš

v�œUBð ÈU¼ÅÁb¹bÄ

¨rOÝUMýÅv� Ê¬ È«dÐ sJL� X�UŠ Ëœ ̈ Ÿu�Ë “« q³� U� t� XÝ« È«ÅÁb¹bÄ œ«“u< p¹ Êb�¬ UO<œ tÐ

ÊœuÐ d²šœ U¹ dMÄ XOFD� UÐ rO<«uðÅvL< b�uð “« q³� U�« ©d²šœ U¹ dMÄ®p¹ v²�Ë ÆrOM� sOOFð «— œ«“u< 

 œ«bŽ« Ê¬ tłË gý ÈË— t� «— VFJ�± Uð ∂«u¼ÅÅtÐ ©rO�U<Åv� ”Uð «— v³FJ� sOMÇ® XÝ« Ábý pŠ 

«— Ábý Ë— œbŽ XOFD� UÐ rO<«uðÅvL< b²M¹UÐ X�dŠ “« Ë b²;UOÐ sO�“ tÐ t�Ås¹« “« q³� ¨rOM�Åv� »UðdÄ

tL¼ “«ò ¨t� v¹U¼Åg¹U�“¬ U¹ U¼ÅÁb¹bÄ sOMÇ tÐ ÆrOM� sOOFðÏU¼ÅÊ¬ s²ÝuOÄ Ÿu�Ë tÐ —œ sJL� ÈU¼ÅX�UŠ 

�« rOýUÐ lKD�ÒUFD� ̈ X�UŠ Â«b� t�Ås¹« “« UÎ p¹ årOýUÐ t²ý«b< ÊUMOLÞ« œ«œ b¼«uš Œ— v�œUBð Áb¹bÄ

ÆrO¹uÖÅv�



ÅÅÅÅÅÅ≤

È«Åt�uL� ÈUC�

Áb?¹b?Ä p¹ dÖ«Ït?Žu?L?−?�ò ¨r?OýUÐ t²ý«œ v;œUBð Ït?L?¼ q�Uý ÏŸu?�Ë t?Ð —œ s?JL� ÈU¼ÅX�UŠ 

s?²ÝuOÄ «— v?;œUBð Áb¹bÄ s¹« È«Åt?�u?L� ÈUC�ôu?L?F?� «— È«Åt<uL< ÈUC; åÆrO�U<Åv� Î UÐ Sg?¹UL< 

 ÈUCŽ« dÖ« ¨bM¼œÅv�S ‘—ULý qÐU  È«Åt<uL< ÈUC; p¹ «— Ê¬ býUÐ  t²!!ÖÆrO�U<Åv�

Áb?¹bÄ Èœ«bFð d¹“ ‰Ëbł —œÏÈU?C?Ž« œ«b?F?ð Ë Â«b� d¼ tÐ ◊uÐd� È«Åt<uL< ÈUC; Ë v;œUBð 

t³ÝU×� ’uBšÅtÐ ¨‰Ëbł s¹« tÐ tłuð t� XÝ« Ábý hlA� È«Åt<uL< ÈUC;ÅÅd¼Ïd¼ ÈUCŽ« œ«bFð 

N� —UOMÐ È«Åt<uL< ÈUC;r
Ò

ÆbýUÐÅv� 

 ∫È«Åt�uL� ÈUC�S

S= {XAÄ Ë Ë—}

  
S = 1,2,3,4,5,6{ }

}        œ®,Û®Ë©œ,œ®Ë©œ,Û®Ë©Û,©ÛS= {

S = abc,acb,bac,bca,cab,cba{ }

S = ab,ac,ad,bc,bd,cd{ }
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≤
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±
¬
±
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≤
¬
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±
¬
≤
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≤
¬
≤
,¬

±
¬
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}

  S = {12,21,14,41,16,61,24,42,

  26,62,46,64}

  S = {(1,1),...,(1,6),...,(6,6)}

Áb¹bÄÏv�œUBð 

JÝ p¹ s²š«b<«Òt

”Uð p¹ s²š«b<«

Áœ«u<Uš p¹ —œ b<“d; Ëœ b�uð

 ·Ëd?Š s?²;dÖ —«d� r¼ —UM�aË 

b Ë cv;œUBð —uÞÅtÐ 

sOÐ “« ·dŠ Ëœ v;œUBð »Ul²<«

 ·Ëd??Šd,c,b,ad???E???<—œ ÊËb??Ð® 

©VOðdð s²;dÖ

 v??;œU??B??ð »U??l?²?<«≤“« Ád??N??� 

 Ê¬ —œ t� È«Åt³Fł≤Ë e�d� ÁdN� 

≤Æœ—«œ œułË vÐ¬ ÁdN� 

 v?;œU?B?ð »U?l²<«≤s?OÐ “« r�— 

 ÂU?�—«∂\¥\≤\±œb?Ž s?²?šUÝ Ë 

≤vL�—ÅÅ

U??¹ Ë r??¼ U??Ð ”U??ð Ëœ s??²??š«b??<«

 s²š«b<«±vÐ¬ ”Uð® —UÐ Ëœ ”Uð 

©e�d� ”Uð Ë

∫È«Åt�uL� ÈUC� ÈUCŽ«Åœ«bFð n(S)

  n(S) = 2

  n(S) = 6

  n(S) = 2×2 = 4

  n(S) = 3! = 6

n(S) =
4

2







= 4!
2!2! = 6

n(S) =
4

2







= 6

  
= 4!

2!
=12

  n(S) = P(4,2)

  
n(S) = n(S

1
) × n(S

2
)

  = 6× 6 = 36

®
  
S

1
 Ë vÐ¬ ”Uð È«Åt<uL< ÈUC; 

  
S

2

©XÝ« e�d� ”Uð È«Åt<uL< ÈUC;

v�œUBð b'UAOÄ

Áb?¹bÄ p¹ dÖ«Ï Ë b¼œ Œ— v;œUBð Sd?¼ò b?ýU?Ð v;œUBð g¹U�“¬ U¹ Áb¹bÄ s¹« È«Åt<uL< ÈUC; 

tŽuL−�d¹“Ï S p¹ «— v�œUBð b'UAOÄ È«Åt<uL< ÈUC; —œ SJÝ p¹ v²�Ë ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ åÆrO�U<Åv� Òt

 ÈU?C?; ¨r¹“«b<«Åv� «——˚  —u?DÅt?Ð È«Åt<uL<, Ω ˝ÛSt?Žu?L?−?� ¨œuýÅv� n¹dFð Ï S È«—«œ   2
2 = 4



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≥

 ÈU?¼Åt?Žu?L?−?d?¹“ “« Â«b?�d¼ ‚u� n¹dFð o³Þ t� XÝ« tŽuL−d¹“SÈU?¼Åt?Žu?L− “« p¹d¼ vMF¹ 

˝Û˚  A1 =˝—˚ Ë   A2 =˝ ˚ Ë   A3 =—˚ Ë , ˝Û  S = A4 =È«Åt?'uL' ÈUC� “« v�œUBð bUAOÄ p¹ 

—˚, Ω ˝ÛSÆbýUÐÅv 

 bUAOÄ  A3 = ∅ «— v�bA� b�UAOÄ bUAOÄ Ë   A4 = S «— vL²Š b�UAOÄÆrOU'Åv 

t?Žu?L−d¹“ d¼ÏÈ«Åt?'u?L' ÈUC�  S b?M'U A d?Ö«ò Ë r?¹b?O?U' v�œUBð bUAOÄ p¹ «— Ap?¹ 

 “« ÈuCŽ g¹U“¬ t−O²' Ë býUÐ v�œUBð bUAOÄA rO¹uÖÅv ¨býUÐ AœË—Ë “« q³< ÆåXÝ« Áœ«œ Œ— 

Ær¹“«œdÄÅv ‰U¦ bMÇ d�– tÐ ‰UL²Š« Y×Ð tÐ

 ‰U?¦�±∫ b?U?A?OÄ dÖ« XÝ« b'“d� tÝ È«—«œ È«ÅÁœ«u'Uš AÊœu?Ð fMłÅr¼ ¨Ë ‰Ë« b?'“d� Ëœ 

 bUAOÄB ¨býUÐ Áœ«u'Uš s¹« —œ dLÄ b'“d� p¹ œułË A Ë BÆbOM� hNA «— 

∫qŠ Áb¹bÄ s¹« È«Åt'uL' ÈUC�   2×2×2 = 8 ÈU¼bUAOÄ Ë œ—«œ uCŽ A Ë BÈUC� s¹« “« 

∫b'uýÅv n¹dFð d¹“  —uQÅtÐ È«Åt'uL'

A = {(Û,Û,Û) Ë (Û,Û,œ) Ë (œ,œ,œ) Ë (œ,œ,Û)}

B = {(Û,œ,œ) Ë (œ,Û,œ) Ë (œ,œ,Û)}

 ‰U¦�≤∫JÝ p¹ Ë ”Uð p¹ Ò bUAOÄ Ë r¹“«b'«Åv r¼ UÐ «— tArOM�Åv n¹dFð  —uQ s¹« tÐ «— 

JÝ Ë ÃË“ œbŽ ”Uð t�Ò bUAOÄ Ë b¹UOÐ åË—ò tBJÝ t� rOM�Åv n¹dFð  —uQ s¹« tÐ «— ÒË åXAÄò t

 “« d²L� œbŽ ”Uð¥ ¨býUÐ A  Ë BÆbOM� hNA «— 

∫qŠ È«—«œ ‰U¦ s¹« È«Åt'uL' ÈUC� rO'«œÅv   2×6 =12∫r¹—«œ Ë XÝ« uCŽ 

A = {(≤,Ë—) Ë (¥,Ë—) Ë (∂,Ë—)}

B = {(±,XAÄ) Ë (≤,XAÄ) Ë (≥,XAÄ)}

 ‰U¦�≥∫ ÈU¼bUAOÄ Ë r¹“«b'«Åv r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ A Ë B”Uð Ëœ œ«bŽ« ŸuL−ò VOðdðÅtÐ «— 

 dÐ«dÐ∑ dÐ«dÐ ”Uð p¹ q<«bŠ Ábý Ë— œbŽò Ë å∂ ÈU¼bUAOÄ ̈ rOM�Åv n¹dFð åA Ë BÆbOM� ÂuKF «— 

∫qŠ È«—«œ ”Uð Ëœ s²š«b'« È«Åt'uL' ÈUC�   6 ×6 = 36∫r¹—«œ Ë XÝ« uCŽ 

  
A = (1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4, 3){ } → n(A) = 6

  B = (1,6),(2,6),...,(5,6),(6,1),(6,2),...,(6,5),(6,6){ } → n(A) =11

U¼b�UAOÄ ÈË— ‰ULŽ«

 bM'U v¹U¼ÅtŽuL−d¹“ È«Åt'uL' ÈUC� p¹ ÈU¼bUAOÄ t� r¹b¹œA Ë B Ë CUC� Ê¬ “« ìË 



ÅÅÅÅÅÅ¥

 ŸUL²ł« ÊuÇ v�ULŽ« s¹«dÐUMÐ Ë bM²M¼  (U) „«d²ý« ¨  (I) q{UHð U¹ ®rL²� eO< Ë U¼ÅtŽuL−� sOÐ ©≠

 bM<U� tŽuL−� p¹A vMF¹ ′A∫r¹“«œdÄÅv� U¼ÅÊ¬ d�– tÐ t� XÝ« dO³Fð Ë n¹dFð qÐU� eO< U¼b�UAOÄ —œ 

∫b?'UAOÄ p¹ rL²' dÖ« S Ë v?;œU?Bð Áb¹bÄ p¹ È«Åt<uL< ÈUC; A ⊆ Ss?¹« —œ Èb�UAOÄ 

 b�UAOÄ rL²� ̈ býUÐ È«Åt<uL< ÈUC;A UÐ «— ′A b�UAOÄò t� XÝ« sOMÇ Ê¬ dO³Fð Ë rO¼œÅv� g¹UL< ′A

 b�UAOÄ t� b¼œÅv� Œ— v<U�“AåÆb¼b< Œ— 

 b�UAOÄ Ëœ l�«ËÅ —œA Ë ′Aq�  È«Åt<uL< ÈUC; S ÆbOM� tłuð d¹“ qJý tÐ ÆbM¼œÅv� qOJAð «—

S

A′

A

∫d1cðb?�U?A?OÄ p¹ rL²� n¹dFð tÐ tłuð UÐ 

∫b<uýÅv� qDUŠ d¹“ Z¹U²<

 ©n�«  AU ′A = S

 ©»  AI ′A = ∅

 ©Ãn( ′A ) = n(S) − n(A)

∫b'UAOÄ Ëœ ŸUL²ł« dÖ« A Ë Bb�UAOÄ Ëœ 

 È«Åt<uL< ÈUC; “«Sb�UAOÄ ¨bMýUÐ   AUBv<U�“ 

 b�UAOÄ t� b¼œÅv� Œ—A b�UAOÄ U¹ BŒ— Ëœ d¼ U¹ 

 b?�U?A?O?Ä q?ÐUI� qJý —œ ÆbM¼œ  AUBh?lA� 

ÆXÝ« Ábý

∫b'UAOÄ Ëœ „«d²ý« dÖ« A Ë Bb�UAOÄ Ëœ 

 È«Åt<uL< ÈUC; “«S b�UAOÄ ̈ bMýUÐ   AIBv<U�“ 

 b?�U?A?OÄ r¼ t� b¼œÅv� Œ—A b?�U?AOÄ r¼ Ë BŒ— 

 b?�U?A?O?Ä q?ÐUI� qJý —œ ÆbM¼œ  AIBh?lA� 

ÆXÝ« Ábý

∫b'UAOÄ Ëœ q{UHð dÖ« A Ë Bb�UAOÄ Ëœ 

 È«Åt?<uL< ÈUC; —œS b?�UAOÄ ¨bMýUÐ A-Bv?<U�“ 

 b?�U?AOÄ t� b¼œÅv� Œ—A b?�U?AOÄ v�Ë b¼œ Œ— B

 b?�U?AOÄ qÐUI� qJý —œ Æb¼b< Œ—A-Bh?lA� 

ÆXÝ« Ábý

A B

A B

A B

S

S

S

A B

A B

A B



ÅÅÅÅÅÅÅÅµ

 ∫—UÖ“UÝU� ÈU¼b'UAOÄ dÖ«A Ë B È«Åt<uL< ÈUC; “« b�UAOÄ Ëœ S Ë bMýUÐ   AIB = ∅—œ 

 b�UAOÄ Ëœ «— U¼ÅÊ¬  —uD s¹« —UÖ“UÝU� dÖ« l�«Ë—œ ÆrO�U<Åv�A Ë Br¼ UÐ bMýUÐ —UÖ“UÝU< b�UAOÄ Ëœ 

ÆbM¼œÅvL< Œ—

∫‰U¦' ÈU¼b�UAOÄ Ë ©r¹“«b<«Åv� —UÐ Ëœ «— vÝUð U¹® r¹“«b<«Åv� r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ A Ë B Ë C«— 

∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“  —uDÅtÐ

Ábý Ë— œbŽ t� Ê¬ b�UAOÄÏ ‰Ë« ”Uð ¥ Ω býUÐ A

 ”Uð Ëœ œ«bŽ« ŸuL−� t� Ê¬ b�UAOÄ∑ Ω býUÐ B

 Ω bMýUÐ e¹UL²� Ábý Ë— œ«bŽ« t� Ê¬ b�UAOÄC

 ÈU¼b�UAOÄ “« p¹ d¼  AUB Ë   AIB Ë ′C Ë A-B Ë A-CÆbOM� hlA� «— 

∫qŠ ÈU¼ÅtŽuL−� «b²Ð« A  Ë B Ë CÆrOM�Åv� hlA� «— 

A = (4,1),(4,2),...,(4,6){ } → n(A) = 6

B = (1,6),(6,1),(5,2),(2,5),(3,4),(4, 3){ } → n(B) = 6

C = (2,1),(1,2),(2, 3),(3,2),(2,4),(4,2),...,(5,6),(6,5){ } → n(C) = 30

Ábý Ë— œ«bŽ« t� Ê¬ b�UAOÄÏ Ω bMýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ ”Uð Ëœ ′C

′C = (1,1),(2,2),...,(6,6){ }
AUB = (1,6),(6,1),(5,2),(2,5),(3,4),(4, 3),(4,1),(4,2),(4,4),(4,5),(4,6){ }

®  AUBÁbý Ë— œbŽ vMF¹ Ï ‰Ë« ”Uð ¥ ”Uð Ëœ œ«bŽ« ŸuL−� U¹ ∑©býUÐ 

    AIB = (4, 3){ }
®  AIBÁbý Ë— œbŽ vMF¹ Ï ‰Ë« ”Uð ¥ ”Uð Ëœ œ«bŽ« ŸuL−� Ë ∑©býUÐ 

A − B = (4,1),(4,2),(4,4),(4,5),(4,6){ }
®A-BÁbý Ë— œbŽ vMF¹ Ï ‰Ë« ”Uð ¥ ”Uð Ëœ œ«bŽ« ŸuL−� Ë býUÐ ∑©býU³< 

A − C = AI ′C = (4,4){ }
®A-CÁbý Ë— œbŽ vMF¹ Ï ‰Ë« ”Uð ¥©bMýU³< e¹UL²� ”Uð Ëœ œ«bŽ« Ë býUÐ 

Ÿu�ËÅtÐ ÊUJ�« rO¼«ušÅv� ôUŠ b?M<U� v;œUBð b�UAOÄ d¼ s²ÝuOÄ AÈ«Åt<uL< ÈUC; p¹ —œ 

 ÊuÇSUŠöDD« U¹ rOM� ÈdOÖÅÁ“«b<« «— ÎÆrOM� t³ÝU×� «— b�UAOÄ d¼ Ÿu�Ë ‰UL²Š« 

 t³Fł p¹ —œ bOM� ÷d;¥ÁdN� Ï Ë e�d� ≤ÁdN� Ï® vÐ¬ ¥ ÈU¼ÅÁ—ULý UÐ e�d� ÁdN� ± Uð ¥ Ë ≤ÁdN� 



ÅÅÅÅÅÅ∂

 ÈU¼ÅÁ—ULý UÐ vÐ¬± Ë ≤ ·œUBð tÐ dÖ« ÆXÝ« œułu� ©±t?�Ås¹«ÅÅtÐ tłuð UÐ rOM� Ã—Uš t³Fł s¹« “« ÁdN� 

Êb?ý Ã—Uš f<Uý t� XÝ« `{«Ë ¨bM²M¼ vÐ¬ ÈU¼ÅÁdN� “« d²AOÐ t³Fł —œ e�d� ÈU¼ÅÁdN�ÁdN� Ï“« e�d� 

ÁdN� Êbý Ã—Uš f<UýÏ dÖ« ‰UŠ ̈ býUÐ d²AOÐ vÐ¬ AÁdN� Êbý Ã—Uš b�UAOÄ «— Ï Ë e�d� BÃ—Uš b�UAOÄ «— 

ÁdN� ÊbýÏ «— U?¼ÅÁd?N?� q� œ«bFð tÐ vÐ¬ ÈU¼ÅÁdN� œ«bFð rOMIð “« qDUŠ dM� Ë rOM� n¹dFð vÐ¬ P(A)Ë 

q� œ«bFð tÐ e�d� ÈU¼ÅÁdN� rOMIð “« qDUŠ dM�Ò «— t³Fł ÈU¼ÅÁdN� P(B)∫Xý«œ rO¼«uš ¨rO�UMÐ 

  
P(A) = n(A)

n(S)
= 4

6
= 2

3

  
P(B) = n(B)

n(S)
= 2

6
= 1

3

 b?O?M?�Åv?� tEŠö� t� —uÞÅÊUL¼  P(A) = 2P(B)f?<U?ý t�Ås¹« Ë  b?�U?AOÄ œ«bš— Ad?Ð«dÐ Ëœ 

f<Uý b�UAOÄ œ«bš— B“« vÐ¬ ÈU¼ÅÁdN� tÐ X³M< e�d� ÈU¼ÅÁdN� œ«bFð ÊœuÐ dÐ«dÐ Ëœ tÐ tłuð UÐ ¨býUÐ 

 s?J?L?� ÈU¼ÅX�UŠ q� œ«bFð dÐ »uKD� ÈU¼ÅX�UŠ œ«bFð rOMIð vMF¹ ¨býÅv� vMOÐÅgOÄ q³�
(
n(A)
n(S)

)

 ‰u�d; sOL¼ Ë œ—«œ XIÐUD� U� l�uð Ë —UE²<« UÐ t� b¼œÅv� XÝœÅtÐ «— ÈœbŽP(A) = n(A)
n(S)





—œ 

‘—ULý qÐU� ÈU¼UC;
±

UL²Š« ‰u�d; Ê«uMŽÅtÐ ÆœË—Åv� —U�ÅtÐ ‰

 b'UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š«A

 b�UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š«A È«Åt<uL< ÈUC; “« S UÐ «— P(A)t³ÝU×� È«dÐ Ë rO¼œÅv� ÊUA< Ï P(A)

 ÈUCŽ« œ«bFð XÝ« v;U�A vMF¹ n(A) vMF¹ È«Åt<uL< ÈUC; ÈUCŽ« œ«bFð dÐ «— n(S)ÆrOM� rOMIð 

 vMF¹ qDUŠ œbŽP(A)f<Uý t� XÝ« vIOIŠ ÈœbŽ  b�UAOÄ œ«bš— AÆbM�Åv� ÈdOÖÅÁ“«b<« «— 

»uKD� ÈU¼ÅX�UŠ œ«bFð 

= P(A) = n(A)
n(S)

=                                  
Å 

 b�UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š«A ÈUC; —œ S
sJL� ÈU¼ÅX�UŠ œ«bFð  

 t� UłÅÊ¬ “«A ÈUC; —œ Èb�UAOÄ S∫r¹—«œ n¹dFð o³Þ ¨XÝ« 

  A ⊆ S ⇒0≤ n(A) ≤ n(S)

 «— dOš« ÈU¼ÅÈËUM�U< sO;dÞ dÖ«n(S)¨Xý«œ rO¼«uš rOM� rOMIð 

  

0

n(S)
≤ n(A)

n(S)
≤ n(S)

n(S)
⇒0≤ P(A) ≤1

±Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ ‘—ULý UÐ «— Ê¬ ÈUCŽ« œ«bFð t� œuýÅv� t²HÖ È«ÅtŽuL−� U¹ UC; tÐ ‘—ULý qÐU� ÈUC; ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅÅ∑

∫r¹—«œ ‰UL²Š« n¹dFð tÐ tłuð UÐ sOMÇÅr¼

  
P(∅) = n(∅)

n(S)
= 0

n(S)
=0

P(S) = n(S)
n(S)

=1

 ÈU?C?Ž« œ«b?Fð —bIÇ d¼ t� b¹—«œ tłuðAd?M?� ¨b?ýUÐ d²AOÐ  
n(A)
n(S)

p?¹ œb?Ž tÐ Ë d²Ö—eÐ 

UŠöDD« Ë ÁœuÐ dðÅp¹œe<Î b�UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« rO¹uÖÅv� AÆXÝ« d²AOÐ 

s¹dLð

 t³Fł p¹ —œ bOM� ÷d;±≤ÁdN� Ï Ë vÐ¬ ∂ÁdN� Ï

 Ë e�d�≤ÁdN� Ït³Fł s¹« “« dÖ« ÆbýUÐ t²ý«œ œułË e³Ý 

±e?�d� ¨ÊœuÐ vÐ¬ ‰UL²Š« ¨rOM� Ã—Uš ·œUBð tÐ ÁdN� 

Êœu?Ð e?³Ý Ë ÊœuÐÁd?N� ÏË Áœd?� t?³ÝU×� «— Ábý Ã—Uš 

t?³?ÝU?×?� “« q?³?� t?� v?Ýb?Š U?Ð «— q?DU?Š œ«b?Ž«Ïs?¹« 

ÆbOM� tM¹UI� ¨b¹œuÐ Áœ“ ¨ ôUL²Š«

 ôUL²Š« lLł Êu�U 

 dÖ«A Ë B È«Åt<uL< ÈUC; “« b�UAOÄ Ëœ S∫r¹—«œ bMýUÐ 

P(AUB) = P(A) + P(B) − P(AIB)

� ÈËU?M?ð s?O?;d?Þ r?O?M?Ið “« ‚u; ÈËUMð t  n(AUB) = n(A) + n(B) − n(AIB) ®q?D« t?Ð t�

 dÐ ¨©XÝ« ·ËdF� ‰uLýn(S)ÆœuýÅv� t²HÖ  ôUL²Š« lLł Êu<U� Ê¬ tÐ Ë ¨b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

L?²?' b?'U?A?O?Ä ‰UL²Š«Ò ∫r d?Ö«A È«Åt?<u?L?< ÈU?C?; “« Èb?�UAOÄ S Ë ′A—œ ¨b?ýU?Ð Ê¬ r?L²� 

∫ —uDÅs¹«

P(AU ′A ) = P(A) + P( ′A ) − P(AI ′A )

⇒ P(S) = P(A) + P( ′A ) − P(∅)

  ⇒1= P(A) + P( ′A ) ⇒ P(A) =1− P( ′A )



ÅÅÅÅÅÅ∏

—UÖ“UÝU� ÈU¼b'UAOÄ ‰UL²Š«

ö³�Î dÖ« t� rO²HÖ  A ËB È«Åt<uL< ÈUC; “« b�UAOÄ Ëœ S Ë bMýUÐ   AIB = ∅ —uDÅs¹« —œ 

A Ë B b�UAOÄ Ëœ «—  —UÖ“UÝU� dÖ« Ë  AIB ≠ ∅ «— U¼ÅÊ¬ ̈ —UÖ“UÝt²J< tÐ ̈ rO�U<Åv�ÏÆbOM� tłuð d¹“ 

∫t?²?J� d?Ö« ¨ ôU?L?²?Š« l?L?ł Êu?<U?� t?Ð t?łuð UÐ A Ë Bb?�U?A?OÄ Ëœ Êu?Ç ¨b?M?ýU?Ð —U?Ö“UÝU< 

  AIB = ∅ Ë   P(∅) =0∫Xýu< Ê«uðÅv� s¹«dÐUMÐ 

  P(AUB) = P(A) + P(B)

K?� X�UŠ—œÒ dÖ« ¨dðÅv    An ,K,A2,A1 È«Åt?<u?L?< ÈU?C; “« —UÖ“UÝU< Ëœ tÐ Ëœ v¹U¼b�UAOÄ S

∫r¹—«œ eO< bMýUÐ

    P(A
1
UA

2
ULUAn ) = P(A

1
) + P(A

2
) + L+ P(An )

 ‰U¦'±∫ b�UAOÄ dÖ« ¨r¹“«b<«Åv� «— vÝUð v²�Ë AÊbý Ë—ò «—  b�UAOÄ Ë åÃË“ œbŽ BË—ò «— 

 Ë åœd; œbŽ ÊbýC vMF¹ ̈ rOM� n¹dFð å‰Ë« œbŽ Êbý Ë—ò b�UAOÄ «—   A = 2,4,6{ } Ë   B = 1, 3,5{ }
 Ë  C = 2, 3,5{ }  —uDÅs¹« —œ A Ë B v�Ë b<—UÖ“UÝU< A Ë C Ë —UÖ“UÝ  B ËCÆb<—UÖ“UÝ eO< 

 ‰U¦'≤∫È«—«œÅ È«ÅÁœ«u<Uš 

≥È«Åt?<u?L?< ÈU?C?; ÆX?Ý« b?<“d?; 

«— Áœ«u?<U?š s?¹« Ê«b?<“d?; X?OMMł

«— Ê¬ ‰U??L??²??Š« Ë Áœd??� h??l?A?�

q?‡?�«b‡Š ©n�« ∫t‡� bOM� t³ÝU×�

≤Æb?M?ýUÐ d²šœ Áœ«u<Uš s¹« b<“d; 

 j?I; ©»±Áœ«u?<U?š s?¹« —œ b<“d; 

ÆbýUÐ dMÄ

∫qŠ∫XÝ« d¹“  —uDÅtÐ È«Åt<uL< ÈUC; 

S= {©Û,Û,Û®Ë ©Û,Û,œ®Ë ©Û,œ,Û®Ë ©œ,Û,Û®Ë ©œ,œ,œ®Ë ©œ,œ,Û®Ë ©œ,Û,œ®Ë ©Û,œ,œ®}

  n(S) = 2×2×2 = 8

 dÖ« ©n�«A q?�«bŠò b�UAOÄ «— ≤—œ ©d?²?šœ tÝ d¼ U¹ d²šœ Ëœ U¹® rOM� n¹dFð åd²šœ b<“d; 

∫ —uDÅs¹«

  
⇒ P(A) = n(A)

n(S)
= 4

8
= 1

2

S= {©œ,œ,Û®Ë ©œ,Û,œ®Ë ©Û,œ,œ®Ë ©œ,œ,œ®}



ÅÅÅÅÅÅÅÅπ

 dÖ« ©»C jI;ò b�UAOÄ «— ±∫ —uDÅs¹« —œ ¨rOM� n¹dFð ådMÄ 

C = {©Û,œ,œ®Ë ©œ,Û,œ®Ë ©œ,œ,Û®}
  

⇒ P(C) = n(C)
n(S) = 3

8

 ‰U¦'≥∫ q?�U?ý t� È«Åt³Fł “« µÁdN� Ï Ë e?³Ý ¥ÁdN� Ï Ë vÐ¬ ≤Ád?N� Ï ¨býUÐÅv� œ—“ ≥t?Ð ÁdN� 

∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ÆrOM�Åv� Ã—Uš ·œUBð

 jI; ©Ã bMýUÐ @<dL¼ tÝ d¼ ©» bMýUÐ e³Ý tÝ d¼ ©n�«≤ q�«bŠ ©œ býUÐ vÐ¬ ÁdN� ±vÐ¬ ÁdN� 

 d¦�«bŠ ©‡¼ býUÐ≤ÆbýUÐ e³Ý ÁdN� 

∫qŠt?ŽuL−� v;œUBð Áb¹bÄ s¹« È«Åt<uL< ÈUC; Ït?L¼ q�Uý Ï »Ul²<« —œ sJL� ÈU¼ÅX�UŠ ≥

 sOÐ “« ÁdN�±±ÁdN� Ï∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ê¬ ÈUCŽ« œ«bFð t� XÝ« t³Fł —œ œułu� 

  

n(S) =
11

 3







= 11!
(11− 3)!× 3!

=165

  

⇒ n(A) =
5

3







=10⇒ P(A) = 10

165
= 2

33
 ∫e³Ý tÝ d¼ b�UAOÄ An�«® 

∫©vÐ¬ tÝ d¼ U¹ e³Ý tÝ d¼ U¹® @<dL¼ tÝ d¼ b�UAOÄB»® 

  

⇒ n(B) =
5

3







+
4

3







=14 ⇒ P(B) = 14

165

 jI; b�UAOÄ≤® vÐ¬ ÁdN� ≤ Ë vÐ¬ ÁdN� ± ∫©vÐ¬dOž ÁdN� CÃ® 

  

⇒ n(C) =
4

2







×
7

1







= 42 ⇒ P(C) = 42

165
= 14

55

Å q�«bŠ b�UAOÄ±©vÐ¬dOž Ëœ Ë vÐ¬ p¹ U¹ vÐ¬dOž p¹ Ë vÐ¬ Ëœ U¹ vÐ¬ tÝ d¼® vÐ¬ ÁdN�ÅÅ∫Dœ® 

  

4

1







×
7

2







+
4

2







×
7

1







+
4

3







= 4×21+6 × 7 + 4⇒ n(D) =

  
⇒ n(D) =130 ⇒ P(D) = 130

165
= 26

33

L?²?� Ær?O?M?� ÁœU?H²Ý« rL²� b�UAOÄ “« t� XÝ« Ê¬ ©œ® XLM� qŠ È«dÐ dðÅÁœUÝ ‘Ë—Òb?�U?AOÄ r

 q�«bŠò± v?M?F¹ åvÐ¬ ÁdN� ′D Áœu?Ð v?Ð¬d?O?ž tÝ d¼ Ê¬ vMF� t� XÝ« åvÐ¬ È«ÅÁdN� êO¼ò b�UAOÄ ¨Ë

  

n( ′D ) =
7

3







= 35

  
P( ′D ) = 35

165
= 7

33
  ,   P(D) =1− P( ′D ) =1− 7

33
= 26

33



ÅÅÅÅÅÅ±∞

 d¦�«bŠò bUAOÄ≤ ∫åe³Ý ÁdN E‡¼® 

  

⇒ n( ′E ) =
5

3







=10 ∫åe³Ý ÁdN tÝ d¼ò bUAOÄ ′E

  
P( ′E ) = 10

165
= 2

33
 ,  P(E) =1− P( ′E ) =1− 2

33
= 31

33

 ‰U¦�¥∫∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD ¨r¹“«b'«Åv r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ 

Áb?ý Ë— œ«bŽ« ©ng«ÏÁb?ý Ë— œ«b?Ž« ©» ÆbMýUÐ ÃË“ ”Uð Ëœ d¼ ÏÆb?M?ýUÐ r¼ q¦ ”Uð Ëœ d¼ 

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−ÅÅÅ©ÃÏ ”Uð Ëœ ∏Ábý Ë— œ«bŽ« U¹ ÏË— œ«bŽ« ŸuL− ©œ ÆbMýUÐ ÃË“ ”Uð Ëœ d¼ 

ÁbýÏ “« d²L� ”Uð Ëœ ±∞Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL− ©‡¼ ÆbýUÐ Ï »dC ”Uð Ëœ ¥ÆbýUÐ 

∫q?Šd?E?'—œ ©e?d?< ”U?ð Ë v?Ð¬ ”U?ð® e?¹U?L?²? v?¾?O?ý Ëœ Á—«u?L¼ «— ”Uð Ëœ t�Ås¹« tÐ tłuð UÐ 

 È«—«œ v�œUBð Áb¹bÄ s¹« È«Åt'uL' ÈUC� ¨r¹dOÖÅv  6 ×6 = 36ÆXÝ« uCŽ 

  
A = (2,2),(2,4),(2,6),(4,2),(4,4),(4,6),(6,2),(6,4),(6,6){ } ®ng«

  
n(A) = 9 ⇒ P(A) = n(A)

n(S)
= 9

36
= 1

4

    
B = (1,1),(2,2),K,(6,6){ } ⇒ n(B) = 6  ,  P(B) = 6

36
= 1

6
 ®»

  ⇒ C = (2,6),(6,2),(5, 3),(3,5),(4,4){ } ”Uð Ëœ ŸuL− bUAOÄ ∏ ∫C

Ã®

    ⇒ D = (2,2),K,(6,4),(6,6){ } ∫ÃË“ ”Uð Ëœ d¼ bUAOÄ D

Áb?ý Ë— œ«b?Ž« Ÿu?L−ò bUAOÄÏ ”U?ð Ëœ ∏Áb?ý Ë— œ«bŽ« U¹ Ïb?U?A?OÄ vMF¹ åÃË“ ”Uð Ëœ d¼ 

  CUD∫r¹—«œ  ôUL²Š« lLł Êu'U< o³Þ Ë 

    
P(CUD) = P(C) + P(D) − P(CID) = 5

36
+ 9

36
− 3

36
= 11

36

    CID = (2,6),(6,2),(4,4){ }( )
 “« d²L� ”Uð Ëœ ŸuL−±∞ ∫Eœ®  

 ÈËUL U¹ d²Ö—eÐ ”Uð Ëœ ŸuL−±∞ ∫′EÅ 

  
′E = (6,6),(6,5),(5,6),(6,4),(4,6),(5,5){ } ⇒ P( ′E ) = 6

36
= 1

6
Å 

  
P(E) =1− P( ′E ) =1− 1

6
= 5

6ÅÅÅÅ
 ®Ë












ÅÅÅÅÅÅÅÅ±±

 »dC� ”Uð Ëœ ŸuL−� b�UAOÄ¥ ∫F‡¼® 

 œ«b?Ž« sOÐ —œ≤ U?ð ±≤ »—U?C?� ¨b?ýU?Ð œ«b?Ž« s?¹« “« p¹d¼ b<«uðÅv� ”Uð Ëœ ŸuL−� t� ¥

 “« bMð—U³Ž¥ Ë ∏ Ë ±≤∫s¹«dÐUMÐ 

F = (2,2),(1, 3),(3,1),(2,6),(6,2),(5, 3),(3,5),(4,4),(6,6){ }

  
n(F) = 9  ,  P(F) = 9

36
= 1

4

s¹dLð

±XÝ« v;œUBð d¹“ ÈU¼ÅÁb¹bÄ “« p¹ÅÂ«b� ‡‡

 d¼ ÈË— t� ”Uð p¹ s²š«b<« ©n�«∂ œbŽ Ê¬ tłË ±ÆbýUÐ Ábý pŠ 

r¼ UÐ r�UÝ ”Uð Ëœ s²š«b<« ©»

Êb�¬ UO<œ tÐ ©Ãœ«œdš ÁU� —œ œ«“u< p¹ 

≤ “« dðÅpÇu� vFO³Þ Ë œd; œ«bŽ« “« p¹ d¼ ‡‡±∏s¹« “« vJ¹ Ë t²ýu<  —U� p¹ ÈË— «— 

ªr¹—«œÅv�dÐ ·œUBð tÐ «— U¼Å —U�

ÆbOM� hlA� «— v;œUBð g¹U�“¬ s¹« È«Åt<uL< ÈUC; ©n�«

 b�UAOÄ ©»A dÐ  —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� ≥ÆbOM� hlA� «— býUÐ d¹cÄÅglÐ 

 b�UAOÄ ©ÃBÆbOM� hlA� «— býUÐ ÃË“ U¹ ‰Ë«  —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� 

≥ È«—«œ È«ÅÁœ«u<Uš ‡‡¥∫XÝ« »uKD� ¨XÝ« b<“d; 

È«Åt<uL< ÈUC; ÈUCŽ« œ«bFð ©n�«

 b�UAOÄ ©»AÆbMýUÐ d²šœ Â—UNÇ Ë ÂuÝ b<“d; Ëœ Ê¬ —œ t� 

 b�UAOÄ ©ÃBÆbýUÐ dMÄ b<“d; p¹ q�«bŠ Ê¬ —œ t� 

 b�UAOÄ ©œCÆbýUÐ d²AOÐ dMÄ Ê«b<“d; œ«bFð “« d²šœ Ê«b<“d; œ«bFð Ê¬ —œ t� 

 ÈU?¼b?�UAOÄ “« p¹ d¼ ©‡¼  AIB Ë A-C Ë ′B ÈU?¼b?�UAOÄ U¹¬ ¨bOM� hlA� «— A Ë C

øb<—UÖ“UÝU<

¥b??�U??A??O??Ä q??ÐU??I??� q?J?ý t?Ð t?łu?ð U?Ð ‡?‡

A − B( )U B − A( ) Æb???O???<e??Ð X??�ö??Ž «— ®s??¹«

 j?I?;ò «— b�UAOÄA j?I?; U¹ b¼œ Œ— Båb¼œ Œ— 

©ÆrOM�Åv� n¹dFð

A B

S
BA

S



ÅÅÅÅÅÅ±≤

µ ÂU�—« UÐ t� «— vL�— Ëœ œ«bŽ« ÂULð ‡‡Å± Ë ≤ Ë ¥ Ë µÈe¹UL²� ÈU¼Å —U� ÈË— ̈ XšUÝ Ê«uðÅv� 

»uKD� rOM�Åv� Ã—Uš ·œUBð tÐ «— U¼Å —U� s¹« “« vJ¹ fáÝ Ë rO¼œÅv� —«d� tMO� p¹ —œ Ë t²ýu<

∫XÝ«

Áb¹bÄ s¹« È«Åt<uL< ÈUC; ©n�«Ïv;œUBð 

 b�UAOÄ ©»A »dC�  —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� ¥ÆbýUÐ 

 b�UAOÄ ©ÃB “« dðÅpÇu� ¨ —U� ÈË— œbŽ Ê¬ —œ t� ¥∞ÆbýUÐ 

 ÈU¼b�UAOÄ ©œ  (AUB) Ë   (AIB)

∂ s¹dLð —œ ‡‡Åµ∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� 

 »dC�  —U� ÈË— œbŽ ©n�«≥ÆbýUÐ 

 »dC�  —U� ÈË— œbŽ ©»≥ »dC� U¹ ¥ÆbýUÐ 

 »dC�  —U� ÈË— œbŽ ©Ã≥ »dC� Ë býUÐ ¥ÆbýU³< 

∑ ÈËUŠ t� È«Åt³Fł “« ‡‡±≤ Ë r�UÝ VOÝ µ ̈ XÝ« »«dš VOÝ ≥¨r¹—«œÅv�dÐ ·œUBð tÐ VOÝ 

∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD�

ÆbMýUÐ r�UÝ VOÝ tÝ d¼ ©n�«

ÆbýUÐ »«dš vJ¹ Ë r�UÝ ¨VOÝ Ëœ ©»

ÆbýUÐ d²AOÐ »«dš ÈU¼ÅVOÝ œ«bFð “« r�UÝ ÈU¼ÅVOÝ œ«bFð ©Ã

∏ “« v?J?¹ ÈË— Êb?�¬—œ X?�dŠ tÐ “« fÄ ·œUBð tÐ Ë d¹“ qJý oÐUD� È«ÅtÐdIŽ ‡‡ÅÅ∏t?OŠU< Ï

∫œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ Æb¼œÅv� ÊUA< «— ÈœbŽ Ë b²M¹«Åv� qJý

2

1

3

45

6

7

8

Æb¼œ ÊUA< «— ‰Ë« ÈœbŽ tÐdIŽ ©n�«

Æb¼œ ÊUA< «— œd; U¹ ‰Ë« ÈœbŽ tÐdIŽ ©»

 »dC� œbŽ ÈË— tÐdIŽ ©Ã≥Æb²M¹UÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥

qI²!' ÈU¼b'UAOÄ

 dÖ«A Ë B È«Åt?<u?L?< ÈU?C?; “« b�UAOÄ Ëœ SÈd?O?ŁQ?ð p?¹d?¼ œ«bš— ÂbŽ U¹ Ë œ«bš— Ë ÁœuÐ 

Êb?�¬ U?O?<œ t?Ð ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ ÆrO�U<Åv� r¼ “« qI²M� «— b�UAOÄ Ëœ s¹« ¨býUÐ t²ý«b< Èd~¹œ œ«bš—ÅÅ—œ

dE<—œ «— e�d� Ë vÐ¬ ”Uð Ëœ s²š«b<« U¹ Ë bMýUÐÅv� r¼ “« qI²M� ÈU¼b�UAOÄ Áœ«u<Uš p¹ —œ Ê«b<“d;

 b�UAOÄ Ë b¹dO~ÐAÊbý Ë— «—  b�UAOÄ Ë vÐ¬ ”Uð —œ ÃË“ œbŽ BÊbý Ë— «— ”Uð —œ ‰Ë« œbŽ e�d� 

 b?�U?A?OÄ Ëœ  —uDÅs¹« —œ ¨bOM� ÷d;A Ë B «d?¹“ b?M?ýUÐÅv� r¼ “« qI²M� Ab?¼b< Œ— U¹ b¼bÐ Œ— 

 b�UAOÄBÆb¼œ Œ— b<«uðÅv� 

qI²!' b'UAOÄ Ëœ È«dÐ  ôUL²Š« »d{ Êu�U 

 d?Ö«A Ë B ¨b?M?ýU?Ð r?¼ “« q?I?²?M� b�UAOÄ Ëœ P(AIB) = P(A) × P(B)d?Ö« f?J?ŽdÐ Ë 

 b?�UAOÄ Ëœ býUÐ —«d�dÐ dOš« ÈËUMðA Ë B»d{ Êu<U� t� bOýUÐ t²ý«œ tłuð ÆœuÐ bM¼«uš qI²M� 

ÆXÝ« —«d�dÐ bMýUÐ qI²M� Ëœ tÐ Ëœ t� b�UAOÄ bMÇ d¼ È«dÐ  ôUL²Š«

 ‰U¦'±∫ È«—«œ È«ÅÁœ«u<Uš ≥∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨XÝ« b<“d; 

ÆbMýUÐ ©dMÄ Ë d²šœ U¹® d²šœ Ë dMÄ ÊUO� —œ p¹  —uDÅtÐ ¨Ê«b<“d; ©n�«

 d¼ ©»≥ÆbMýUÐ dMÄ b<“d; 

ÆbýUÐ d²šœ ÂuÝ b<“d; ©Ã

∫qŠÊ«u?ðÅv?� s?¹«d?ÐU?MÐ ¨bMýUÐÅv� r¼ “« qI²M� ÈU¼b�UAOÄ Áœ«u<Uš p¹ —œ Ê«b<“d; XOMMł 

∫œd� ÁœUH²Ý«  ôUL²Š« »d{ Êu<U� “« ‰U¦� s¹« qŠ È«dÐ

œ®˚,Û,Û® Ë ©œ,œ, Ω ˝©ÛAn�«® 

n(S) = 23 = 8  ,  n(A) = 2 ⇒ P(A) = 2

8
= 1

4
‰Ë« ‘Ë—∫

œ®˚,Û, ˝©œ+P˚ ®Û,œ, ˝©ÛP(A) = PÂËœ ‘Ë— ∫

  
⇒ P(A) = (

1

2
× 1

2
× 1

2
) + (

1

2
× 1

2
× 1

2
) = 1

8
+ 1

8
= 2

8
= 1

4

  
⇒ P(B) = 1

2
× 1

2
× 1

2
= 1

8
 d¼ b�UAOÄ ≥ ∫dMÄ b<“d; B»® 

  
⇒ P(C) = 1

2
 ∫d²šœ ÂuÝ b<“d; b�UAOÄ CÃ® 

ÆXÝ« qI²M� œuš “« q³� Ê«b<“d; XOMMł UÐ ÂuÝ b<“d; XOMMł b�UAOÄ t� b¹—«œ tłuð



ÅÅÅÅÅÅ±¥

s¹dLð

v?²?š—œÅ—«œuL< tÐX?L?M?� t?Ý ÈU¼Å»«uł Ë bOM� X�œ Áb¹bÄ s¹« —«œu?L?< ÈË— “« «— ‰U¦� s¹« 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

d²šœ

d!Ä  

d²šœ

d!Ä

d²šœ

d!Ä

d²šœ

d!Ä

d²šœ

d!Ä

d²šœ

d!Ä

d²šœ

d!Ä

 ‰U?¦'≤∫ h?l?ý Ëœ ÈË— Áb?ý ÂU−<« ÈU¼Åg¹U�“¬ A Ë Bœu?³?N?Ð ‰U?L?²Š« t� b¼œÅv� ÊUA< 

 hlýA tOK� b<uOÄ vŠ«dł qLŽ “« fÄ ∏∞hlý œu³NÐ ‰UL²Š« Ë • Bb<uOÄ vŠ«dł qLŽ “« fÄ 

 t?OK�∂∞∫œ—«œ ‰U?L?²?Š« —b?I?Ç ¨b?<d?O?~Ð —«d� tOK� b<uOÄ qLŽ X×ð dH< Ëœ s¹« dÖ« ÆXÝ« •

Æb<—Ë¬ XÝœÅtÐ «— œuš v²�öÝ dH< Ëœ d¼ ©n�«

ÆbÐU¹ œu³NÐ dH< Ëœ s¹« “« vJ¹ q�«bŠ ©»

∫qŠ∫s¹«dÐUMÐ býUÐÅv� r¼ “« qI²M� dH< Ëœ s¹« “« p¹d¼ Èœu³NÐ ÈU¼b�UAOÄ 

 ∫dH< Ëœ d¼ Èœu³NÐ b�UAOÄCn�«® 

¥∏ U¹ •

  
P(C) = 80

100
× 60

100
= 4

5
× 3

5
= 12

25

hlý Èœu³NÐ b�UAOÄ

  

A1:A

B1:B






 ®»

hlý Èœu³NÐ b�UAOÄ

    P(A1UB1) = P(A1) + P(B1) − P(A1IB1)

π≤ U¹ •⇒ P(A1UB1) = 80

100
+ 60

100
− 12

25
= 7

5
− 12

25
= 23

25



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ

 ‰U¦'≥∫ v<uš ÁËdÖ vBlý t�Ås¹« ‰UL²Š« A+
 býUÐ t²ý«œ ≤µË« t�Ås¹« ‰UL²Š« Ë XÝ«  •

 býUÐ t²ý«œ v³K� v²Š«—U<≤∞ Ë« v<uš ÁËdÖ t�Ås¹« ‰UL²Š« Ë XÝ«  •A+
býUÐ t²ý«œ v³K� v²Š«—U< U¹ 

¥∞ Ë« v?<u?š ÁËd?Ö r?¼ Ë b?ýU?Ð t²ý«œ v³K� v²Š«—U< r¼ hlý s¹« œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ XÝ« •A+

øbýUÐ

∫qŠ

∫‰Ë« ‘Ë— d?Ö«  ôU?L?²?Š« l?Lł Êu<U� o³Þ A Ë Bs?²?ý«œ V?OðdðÅtÐ «—  v?<uš ÁËdÖ A+
Ë 

∫r¹—«œ  —uDÅs¹« —œ ¨rOM� n¹dFð v³K� v²Š«—U< s²ý«œ

P(AUB) = P(A) + P(B) − P(AIB)

    
⇒ 40

100
= 25

100
+ 20

100
− P(AIB) ⇒ P(AIB) = 5

100

∫ÂËœ ‘Ë— b�UAOÄ Ëœ A  Ë B∫s¹«dÐUMÐ ¨b<d~¹bJ¹ “« qI²M� 

P(AIB) = P(A) × P(B) = 25

100
× 20

100
= 500

10000
= 5

100

 ‰U¦'¥∫ r?O?ð® ‰U³O�«Ë rOð p¹ —œ œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ∂b?�u²� œ«œdš ÁU� —œ tL¼ ©n�« ©ÁdH< 

øbMýUÐ ÁbA< b�u²� ÁU� p¹ —œ ÈdH< Ëœ êO¼ ©» øbMýUÐ Ábý

∫qŠÊb?�¬ UO<œ tÐ ‰UL²Š« ©n�« U?š ÁU� p¹ —œ dH< p¹ ’
Ò

 U?Ð XÝ« dÐ«dÐ ¨œ«œdš bM<U� 

  

1

12
Ë 

tÐ ‰UL²Š«  —uDÅs¹« —œ bMýUÐÅv� r¼ “« qI²M� ÈU¼b�UAOÄ ‰UÝ ÈU¼ÅÁU� —œ œ«d;« Êbý b�u²� ÊuÇ

 d¼ Êb�¬ UO<œ∂∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨ ôUL²Š« »d{ Êu<U� o³Þ œ«œdš ÁU� —œ dH< 

  
P(A) = 1

12
× 1

12
× 1

12
× 1

12
× 1

12
× 1

12
= (

1

12
)6

 rOM� ÷d; dÖ« ©»B s¹« “« ÈdH< Ëœ êO¼ t� býUÐ Ê¬ b�UAOÄ ∂b�uð ÁU� ¨dH< t²ý«b< ÊUMJ¹ 

 s¹« “« ‰Ë« dH< È«dÐ  —uDÅs¹« —œ ¨býUÐ∂ d¼ ¨dH< ±≤ełÅtÐ v¼U� d¼ —œ ÂËœ dH< Ë XÝ« »uKD� ÁU� 

b�uð ÁU� ełÅtÐ v¼U� d¼ —œ ÂuÝ dH< Ë œuý b�u²� b<«uðÅv� ‰Ë« dH< b�uð ÁU�dH< È«dÐ Ë ìË q³� dH< Ëœ 

�uð ÁU� eł ¨ÁU� d¼ rAýb


 µ∫s¹«dÐUMÐ XÝ« »uKD� ¨q³� dH< 

  
P(B) = 12

12
× 11

12
× 10

12
× 9

12
× 8

12
× 7

12
= 385

1728

∫s?¹dLð ”ö?� p?¹ —œ œ—«œ ‰U?L?²Š« —bIÇ ≤µÊU?M?J?¹ Èd?H?< Ëœ êO¼ b�uð “Ë— ÈdH< 

øbýU³<



ÅÅÅÅÅÅ±∂

1

2

1

2

A

B

3

7

4

7
2

5

3

5

vÐ¬

e'd 

e'd 

t³FłÏÏ

t³FłÏÏ

 ‰U¦'µ∫ ∂‰UL²Š« —bIÇ ̈ bM²M¹«Åv� n¹œ— p¹ —œ ·œUBð tÐ b<d~¹bJ¹ —œ«dÐ U¼ÅÊ¬ dH< Ëœ t� dH< 

ÆbMýUÐ Ábý l�«Ë nD dš¬ Ë ‰Ë« —œ —œ«dÐ Ëœ ©» bMýUÐ t²;dÖ —«d� r¼ —UM� —œ«dÐ Ëœ ©n�« ¨œ—«œ

∫qŠ t� v¹U¼ÅX�UŠ q� “« XÝ«  —U³Ž È«Åt<uL< ÈUC; ∂r¼ —UM� ̈ n¹œ— p¹ —œ bM<«uðÅv� dH< 

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ X�UŠ œ«bFð s¹« t� b<dO~Ð —«d�  n(S) = 6! = 720s²;d‡Ö —«d� r¼ —UM� b�UAOÄ dÖ« ‰UŠ 

 «— —œ«d‡Ð ËœAÊbý l�«Ë b‡�UAOÄ Ë ·dÞ Ëœ —œ —œ«dÐ Ëœ  «— nD B∫Xý«œ rO¼«uš rOM� ÷d; 

 Ë Áœ«œ —«d� r¼ —UM� «— —œ«dÐ Ëœ ©n�«± UÐ Ë rOM�Åv� ÷d; dH< ¥ d~¹œ dH< µtÐ t� b<uýÅv� dH< 

°µuš Ë b<dOÖÅv� —«d� r¼ —UM� o¹dÞ œ


° tÐ eO< U¼—œ«dÐ ≤bM²M¼ r¼ —UM� t� ‰UŠ sOŽ —œ bM<«uðÅv� o¹dÞ 

∫fÄ ¨b<uý UłÅtÐUł r¼ UÐ  n(A) = 5!×2!

  
⇒ P(A) = 5!×2!

6!
= 2

6
= 1

3

 dÖ« ©»∂Ëœ “« p¹d¼ éÇ XLÝ “« ‰Ë« ÁU~¹Uł —œ r¹dO~Ð dE<—œ dH< gý s¹« È«dÐ ÁU~¹Uł 

 Ë d?~¹œ —œ«dÐ rAý ÁU~¹Uł Ë b<dO~Ð —«d� bM<«uðÅv� —œ«dÐ¥ jÝuð U¼ÅÊ¬ sOÐ ÁU~¹Uł ¥° tÐ d~¹œ dH< ¥

o¹dÞ∫«c� ¨bM� dOOGð b<«uðÅv� sJL� 

  n(B) = 2× 4× 3 ×2×1×1= 2× 4!

P(B) = 2× 4!
6!

= 2

6 × 5
= 1

15

 ‰U¦'∂∫ —œ t³FłÏ AÁdN� tÝ Ï ̈ e�d� ¥ÁdN� Ït³Fł —œ Ë vÐ¬ Ï B ̈ Å≤ÁdN� Ï Ë e�d� ≥ÁdN� ÏœułË vÐ¬ 

 Ë Áœd� »Ul²<« ·œUBð tÐ «— t³Fł Ëœ s¹« “« vJ¹ ¨œ—«œ±¨rOM�Åv� Ã—Uš t³Fł Ê¬ “« ·œUBð tÐ ÁdN� 

øbýUÐ vÐ¬ ÁdN� s¹« œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ

∫qŠ»U?l?²?<« Á«— b?M?Ç «b²Ð« “« t� qzUM� t<uÖÅs¹« qŠ È«dÐ 

œ«b?š— r?O?M?� X?�d?Š t?� v?¼«— d?¼ “« Ë b?ýUÐ t²ý«œ œułË U� È«dÐ

ÊœuÐ vÐ¬® —uÐe� b�UAOÄrO<«uðÅv� v²š—œ —«œuL< “« ̈ býUÐ sJL� ©ÁdN� 

∫rOM� ÁœUH²Ý«

œ‰UL²Š« l�«ËÅÅ—ÊœuÐ vÐ¬ ÁdN� Ït�Ås¹« UÐ XÝ« ‰œUF� vÐUl²<« 

 ‰UL²Š« tÐ U¹ò

  

1

2
t³Fł Ï AÁdN� Ë »Ul²<« Ï ‰UL²Š« tÐ Ábý »Ul²<« 

  

4

7

 ‰UL²Š« tÐ U¹ Ë XÝ« vÐ¬

  

1

2
t³Fł Ï BÁdN� Ë »Ul²<« Ï ‰UL²Š« tÐ Ê¬ “« vÐUl²<« 

  

3

5
åXÝ« vÐ¬ 

                                

  
= 1

2
× 4

7
+ 1

2
× 3

5
= 41

70
 ® ©vÐ¬P

vÐ¬



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∑

 ‰U¦'∑∫∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� r¹“«b<«Åv� —UÐ tÝ «— vÝUð 

ÆbMýUÐ r¼ q¦� Ábý Ë— œbŽ tÝ d¼ ©n�«

©bMýU³< r¼ q¦� ÈœbŽ Ëœ êO¼® ÆbMýUÐ e¹UL²� Ábý Ë— œbŽ tÝ d¼ ©»

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� ©ÃÏ “« dðÅ¯—eÐ ”Uð tÝ ±∂ÆbýUÐ 

∫qŠ

A = (1,1,1),(2,2,2),...,(6,6,6){ } → n(A) = 6, n(S) = 6 ×6 = 36 ®n�«

  
⇒ P(A) = n(A)

n(S)
= 6

216
= 1

36

Áb?ý Ë— œ«bŽ« t�Ås¹« È«dÐ ©»Ït?� b?ýU?Ð b?<«uðÅv� ÈœbŽ d¼ ‰Ë« ”Uð ¨bMýUÐ e¹UL²� ”Uð tÝ 

 Ê¬ È«dÐ∂vMF¹ býUÐ b<«uðÅv� ‰Ë« ”Uð —œ Ábý Ë— œbŽ ełÅtÐ ÈœbŽ d¼ ÂËœ ”Uð Ë XÝ« sJL� X�UŠ 

µ vMF¹ ÂËœ Ë ‰Ë« ÈU¼Å”Uð —œ Ábý Ë— œbŽ Ëœ ełÅtÐ ÈœbŽ d¼ ÂuÝ ”Uð È«dÐ Ë œ—«œ X�UŠ ¥X�UŠ 

 t?Ð »d{ qD« o³Þ «c� Ë XÝ« œułu�  6 × 5 × 4 =120¨b?MýUÐ e¹UL²� ”Uð tÝ œ—«œ ÊUJ�« o¹dÞ 

∫s¹«dÐUMÐ

P(B) = 120

216
= 5

9

C = (6,6,6),(6,6,5),(6,5,6),(5,6,6){ } → n(C) = 4 ®Ã

⇒ P(C) = 4

216
= 1

54

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−�®Ï œbŽ “« ”Uð tÝ ≥ Uð ±∏Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� Ë bM� dOOGð b<«uðÅv� 

 “« dðÅ¯—eÐ±∂ U¹ ”Uð Ëœ ŸuL−� vMF¹ ±∑ U¹ Ë ±∏©ÆbýUÐ 

 ‰U¦'∏∫ b�UAOÄ Ëœ Ë r¹“«b<«Åv� —UÐ Ëœ «— vÝUð A Ë BrOM�Åv� n¹dFð d¹“ ÈU¼ÅX�UŠ —œ «— 

Êœu³< U¹ ÊœuÐ qI²M� X�UŠ d¼ —œ b�UAOÄ Ëœ A Ë B∫bOM� vÝ—dÐ «— 

Ábý Ë— œbŽ t� Ê¬ b�UAOÄÏ ‰Ë« ”Uð µ ∫býUÐ A




 ®n�«

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� t� Ê¬ b�UAOÄÏ ”Uð Ëœ ±± ∫býUÐ B

Ábý Ë— œbŽ t� Ê¬ b�UAOÄÏ ‰Ë« ”Uð ¥ ∫býUÐ AÅ 

ÅÅÅÅÅÅÅÅ »® ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� t� Ê¬ b�UAOÄÏ ”Uð Ëœ ∑ ∫býUÐ BÅÅÅÅÅÅÅÅÅ









ÅÅÅÅÅÅ±∏

∫qŠ b�UAOÄ Ëœ n¹dFð tÐ tłuð UÐ ©n�« A Ë B∫r¹—«œ 

  
A = (5,1),...,(5,6){ } → n(A) = 6 ⇒ P(A) = 6

36
= 1

6

  
B = (5,6),(6,5){ } → n(B) = 2 ⇒ P(B) = 2

36
= 1

18

    
AIB = (5,6){ } → n(AIB) =1⇒ P(AIB) = 1

36

 ÊuÇ ËP(AIB) ≠ P(A) × P(B) fÄ A Ë BÆbM²MO< r¼ “« qI²M� 

 dÖ« «d¹“ rOÝ—Åv� t−O²< sOL¼ tÐ eO< n¹dFð o³Þ t� b¹—«œ tłuð X�UŠ s¹« —œAÂbŽ® b¼b< Œ— 

 œ«bš—AÁbý Ë— œbŽ vMF¹ ©Ï ‰Ë« ”Uð ± U¹ ≤ U¹ ≥ U?¹ ¥ U¹ ∂ —œ ¨b¹UOÐ ¥X�UŠ  b�UAOÄ ¨‰Ë« BvMF¹

 dÐ«dÐ Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−�±±Æb¼bÐ Œ— b<«uðÅvL< 

∫r¹—«œ ©n�«® tÐUA� eO< XLM� s¹« —œ ©»

P(A) = 6

36
= 1

6
 ,  P(B) = 6

36
= 1

6
  B = (1,6),(6,1),(2,5),(5,2),(3,4),(4, 3){ }

AIB = (4, 3){ }   ,   P(AIB) =
1

36
=

1

6
×

1

6
= P(A) × P(B)

 fÄA Ë B dÖ« «d¹“ b¹¬Åv� XÝœÅtÐ t−O²< sOL¼ eO< n¹dFð tÐ tłuð UÐ Ë ÁœuÐ d~¹bJ¹ “« qI²M� AŒ— 

 ¨b¼œB dÖ« Ë b¼œ Œ— b<«uðÅv� AÁbý Ë— œbŽ® b¼b< Œ— Ï ‰Ë« ”Uð ± U¹ ≤ U¹ ≥ U¹ µ U¹ ∂d¼ —œ b¹UOÐ ©

 X�UŠB dÐ«dÐ Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� vMF¹ ∑Æb¼œ Œ— b<«uðÅv� 

s¹dLð

±JÝ p¹ Ë ”Uð p¹ ‡‡ÒôË« r¹“«b<«Åv� r¼ UÐ «— tÎbO¼œ qOJAð «— Áb¹bÄ s¹« È«Åt<uL< ÈUC; 

®tŽuL−�Ï SÁbý Ë— œbŽ t� bOM� »UMŠ «— Ê¬ ‰UL²Š« fáÝ Ë ©bOM� hlA� «— ÏË ‰Ë« œbŽ ”Uð 

Æb¹UOÐ XAÄ tJÝ

≤ È«ÅtMO� —œ ‡‡¥ÁdN� Ï Ë v?Ð¬ ≥ÁdN� Ï Ë e³Ý ≤ÁdN� ÏË ·œU?Bð tÐ ÁdN� tÝ ¨œ—«œ œułË e�d� 

ÁdN� œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ÆrOM�Åv� Ã—Uš tMO� s¹« “« È—«c~¹Uł UÐ Ë vÄ—œÅvÄÏË e³Ý v�Ëœ ¨vÐ¬ ‰Ë« 

Ád?N?� œ—«œ ‰U?L?²?Š« —b?IÇ rO¼œ ÂU−<« È—«c~¹Uł ÊËbÐ «— qLŽ s¹« dÖ« øbýUÐ vÐ¬ v�uÝÏË vÐ¬ ‰Ë« 

øbýUÐ vÐ¬ v�uÝ Ë e³Ý v�Ëœ

≥ È«—«œ È«ÅÁœ«u<Uš ‡‡¥∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨XÝ« b<“d; 

 ©n�«≤ÆbýUÐ dMÄ Áœ«u<Uš s¹« b<“d;  q�«bŠ ©»≤ÆbýUÐ dMÄ Áœ«u<Uš b<“d; 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±π

ÆbýUÐ d²šœ Ê«b<“d; œ«bFð “« d²AOÐ dMÄ Ê«b<“d; œ«bFð ©Ã

¥ ‡‡µ∫œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ¨r¹dOÖÅv� dE<—œ «— dH< 

 d¼ ©n�«µÆbMýUÐ Ábý b�u²� t²H¼ “« “Ë— p¹ —œ dH< 

ÆbMýUÐ ÁbA< b�u²� t²H¼ “« “Ë— p¹ —œ ÈdH< Ëœ êO¼ ©»

µÁœ«u<Uš —œ Èb<“d; t� Ê¬ ‰UL²Š« ‡‡ÅÅÏ A œuý b�u²� sýË— @<— tÐ v¹U¼ÅrAÇ UÐ ≤∞‰UL²Š« Ë •

Áœ«u<Uš —œ Èœ«“u< t� Ê¬Ï B œuý b�u²� sýË— @<— tÐ v¹U¼ÅrAÇ UÐ ∑µœ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ÆXÝ« •

øb<uý b�u²� sýË— @<— tÐ v¹U¼ÅrAÇ UÐ œ«“u< Ëœ s¹« “« vJ¹ q�«bŠ

®∫v¹ULM¼«— Ë ÁœuÐ r¼ “« qI²M� b�UAOÄ Ëœ s¹«   P(AIB) = P(A) × P(B)ÆXÝ« ©

∂ È«ÅtMO� —œ ‡‡Å≥ÁdN� Ï Ë ÁUOÝ ¥ÁdN� Ï Ë e�d� ≥ÁdN� Ï tMO� s¹« “« œ—«œ œułË vÐ¬ ≥tÐ ÁdN� 

∫t�ÅÊ¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨rOM�Åv� Ã—Uš ·œUBð

ÆbMýU³< @<dL¼ È«ÅÁdN� Ëœ êO¼ ©n�«

ÆbMýUÐ @<dL¼ ÁdN� Ëœ q�«bŠ ©»

ÆbýU³< e�d� È«ÅÁdN� êO¼ ©Ã

∑ hlý t� Ê¬ ‰UL²Š« ‡‡A Uð ≤∞ bM� «bOÄ v³K� v²Š«—U< d~¹œ ‰UÝ ∂[∞hlý t� Ê¬ ‰UL²Š« Ë 

B Uð ≤∞ bM� «bOÄ v³K� v²Š«—U< d~¹œ ‰UÝ ∑[∞∫œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ ¨XÝ« 

 Uð ¨Ëœ d¼ ©n�«≤∞ÆbMM� «bOÄ v³K� v²Š«—U< d~¹œ ‰UÝ 

 Uð U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ q�«bŠ ©»≤∞ÆbMJ< «bOÄ v³K� v²Š«—U< d~¹œ ‰UÝ 

∏ s?O?Ð “« rO¼«ušÅv� ‡‡ÅÅµ Ë ÂËœ ”ö� “u�¬Åg<«œ ∑ r?O?ð p¹ ÂuÝ ”ö� “u�¬Åg<«œ ≥ÁdH< 

∫œ—«œ ‰UL²Š« —bIÇ rOM� »Ul²<« ·œUBðÅtÐ

ÆbýU³< rOð —œ ÂËœ ”ö� “u�¬Åg<«œ êO¼ ©n�«

ÆbýUÐ d²AOÐ ÂËœ ”ö� Ê«“u�¬Åg<«œ œ«bFð “« vÐUl²<« rOð —œ ÂuÝ ”ö� Ê«“u�¬Åg<«œ œ«bFð ©»

π∫t� Ê¬ ‰UL²Š« XÝ« »uKD� ¨r¹“«b<«Åv� r¼ UÐ «— ”Uð Ëœ ‡‡

Ábý Ë— œ«bŽ« »dCKDUŠ ©n�«Ï »dC� ”Uð Ëœ µÆbýUÐ 

 »dC� Ábý Ë— œ«bŽ« ©»≥ÆbMýU³< 

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� ©ÃÏ ”Uð Ëœ ∑ÆbMýUÐ œd; Ëœ d¼ U¹ 

Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� ©œÏ “« dðÅ¯—eÐ ”Uð Ëœ µÆbýUÐ 

 “« dðÅ¯—eÐ ”Uð Ëœ d¼ ©‡¼≤Ábý Ë— œ«bŽ« ŸuL−� ©Ë      ÆbMýUÐ Ï »dC� ”Uð Ëœ ≥ÆbýUÐ 



ÅÅÅÅ≤∞

ÂËœ qB�

lÐUð

qOLJð Ë È—Ë¬œU¹

¨ UB²	
 —u×
 “« tDI� d¼ Ë  UB²	
 —u×
 “« tDI� p¹ UÐ dþUM²
 vIOIŠ œbŽ d¼ t# rO�«œÅv


 √b³
 t# VOðdðÅÅs¹bÐ ÆXÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ dOE�O dÖ« ̈ ÁU~�¬ ªX3dÖ dH5 œbŽ dOE� U¹ U²L¼ «— xp¹ 

tK5U3 tÐ t# «— —u×
 “« È«ÅtDI� ¨býUÐ X³¦
 vIOIŠ œbŽÏ x “« O XÝ«— XLÝ —œ Ë O©X³¦
 ÈuÝ® 

 œbŽ dOE� œ—«œ —«d>x tâ�UMÇ Ë x  —u5Ås¹« —œ t#® býUÐ vHM
 vIOIŠ œbŽ p¹ − xXÝ« X³¦
 ©

t?K?5U?3 t?Ð t?# «— —u×
 “« È«ÅtDI�Ï − x “« O œb?Ž d?O?E?� X?Ý« Ê¬ éÇ XLÝ —œ Ë xÆœd?# —U?O²š« 

vIOIŠ œbŽ p¹ —u×
 “« tDI� d¼ tÐ Ë ¨vJ¹ UNMð Ë ¨—u×
 “« tDI� p¹ vIOIŠ œbŽ d¼ tÐ t�uÖÅs¹bÐ

Ær?O?M?# h?	?A?
 v?I?O?I?Š œ«b?Ž« U?Ð r?O?�«uðÅv
 «— —u×
 p¹ ◊UI� s¹«ÅdÐUMÐ ÆœuýÅv
 Áœ«œ X³J� U²J¹

t?D?I?� Ë v?IOIŠ œbŽ p¹ È«dÐ Ë bM
U�Åv
 vIOIŠ jš v¼UÖ «— —u×
 XNłÅÅÅs¹«ÅÅÅtÐÏœU?L� p¹ Ê¬ dOE� 

 vIOIŠ œbŽ Ë b�dÐÅv
 —U#ÅtÐxtDI� «— Ï xÆbM¹uÖÅv
 eO� 

Á“UÐ

  UO{U¹— —œ≤ö¦
 t# bO�«œÅv
 Ë b¹«ÅÁbý UMý¬ Á“UÐ “« v¹U¼Å‰U¦
 UÐ ÎÁ“UÐ Ï “UÐ   −2 Ë ∂tŽuL−
 ÏtL¼ Ï

 vIOIŠ œ«bŽ«x sOÐ   −2 Ë ∂ vMF¹   −2 < x < 6  —u5ÅtÐ t# XÝ« 
  
(−2,6)ÆœuýÅv
 Áœ«œ ÊUA� 

(−2,6) = {x ∈ R  −2 < x < 6}

 dÖ« vK# —uÞÅtÐa Ë b Ë vIOIŠ œbŽ Ëœ a < b∫býUÐ 

±tŽuL−
 ‡‡Ït?L¼ Ï vIOIŠ œ«bŽ« x “« t# «— a “« Ë dðÅ¯—eÐ bÁ“U?Ð bMýUÐ dðÅpÇu# Ï “UÐ a Ë b

∫bM¼œÅv
 g¹UL� d¹“  —u5ÅtÐ «— Ê¬ Ë bM
U�Åv


  (a, b) = {x ∈ R a < x < b}

O

0−1−2−3 1

2

1 2 3

8

32

x
− 3

−
10

3

′x



ÅÅÅÅ≤±

≤Á“UÐ ŸUL²ł« ‡‡Ï “UÐ (a , b)tDI� Ëœ Ë Ï a Ë bÁ“UÐ «— Ït²JÐ Ï a Ë b∫bMJ¹u�Åv
 sOMÇ «— Ê¬ Ë bM
U�Åv
 

  
a ,b[ ] = {x ∈ R a ≤ x ≤ b}

≥ ŸUL²ł« ‡‡(a , b)tDI� Ë Ï bÁ“UÐ «— ÏÊUA� sOMÇ Ë bM
U�Åv
 ©XÝ«— “« t²JÐÅrO� U¹® éÇ “« “UÐÅrO� 

∫bM¼œÅv


  
a ,b( ] = {x ∈ R a < x ≤ b}

Á“UÐ VOðdð sOL¼ tÐÏtÐ «— Ê«dJOÐ ÈU¼ÅÁ“UÐ ÁËöŽÅtÐ ÆœuýÅv
 n¹dFð ©éÇ “« t²JÐÅrO� U¹® XÝ«— “« “UÐÅrO� 

∫bMM#Åv
 n¹dFð d¹“ qJý

¥Á“UÐ ‡‡Ï “UÐÅÅrO� a Ë + ∞∫
  
{x ∈ R x ≥ a}= a ,+∞[ )

µÁ“UÐ ‡‡ÅÅÏ “UÐ a Ë + ∞∫
  
{x ∈ R x > a}= a ,+∞( )

∂Á“UÐ ‡‡ÅÅÏ“UÐÅÅrO� −∞ Ë a∫
  

x{ ∈ R x ≤ a}= −∞ ,a( ]
∑Á“UÐ ‡‡Ï“UÐ −∞ Ë a∫

  
{x ∈ R x < a}= −∞ ,a( )

∫r¹—«œ t5öš —uÞÅtÐ

x ∈ a ,b( ) ⇔ a < x < b

x ∈ a,b[ ] ⇔ a ≤ x ≤ b

x ∈ a ,b[ ) ⇔ a ≤ x < b

x ∈ a ,b( ] ⇔ a < x ≤ b

x ∈ a ,+∞[ ) ⇔ x ≥ a

x ∈ a , ∞( ) ⇔ x > a

x ∈ − ∞ ,a( ] ⇔ x ≤ a

x ∈ − ∞ ,a( ) ⇔ x < a

U¼ÅÁ“UÐ vÝbM¼ g¹UL�

 ◊U?I� dÖ«a Ë bÁb?ýÅÅn?¹d?Fð ÈU¼ÅÁ“UÐ “« p¹d¼ rOM# —UO²š« —u×
 ÈË— «— Ït?Ð Ê«uðÅv
 «— ôUÐ 

t?KOÝËÏo?K?F?²?
 Á“U?Ð t?Ð t?# «— v¹U¼ÅtDI� Æœ«œ ÊUA� —u×
 “« ¨t²JÐ U¹ “UÐ ¨jšÅrO� p¹ U¹ jšÅÁ—UÄ p¹ 

ÆbMM#Åv
 h	A
 —u×
 ÈË— veUšuð ÈU¼ÅÁd¹«œ UÐ bM²JO�

 ‰U¦�±∫∫rO¼œÅv
 ÊUA� d¹“ qJý tÐ —u×
 ÈË— «— ÁbýÅÅÁœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ 

    −2,4[ ] = {x ∈ R −2≤ x ≤ 4}        ®Å±

O 4−2

x x′
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    −2,4( ] = {x ∈ R −2 < x ≤ 4}        ®Å≤

    −2,4[ ) = {x ∈ R −2≤ x < 4}        ®Å≥

    −2,4( ) = {x ∈ R −2 < x < 4}        ®Å¥

    4,+∞[ ) = {x ∈ R x ≥ 4}        ®Åµ

    4,+∞( ) = {x ∈ R x > 4}        ®Å∂

    −∞ ,−2( ] = {x ∈ R x ≤ −2}        ®Å∑

    −∞ ,−2( ) = {x ∈ R x < − 2}        ®Å∏

Á«d?L?¼ «— t?�u?L?� ‰U?¦?
 b?M?Ç d?¹“ —œ ¨U?¼ÅÊ¬ ÈË—  U?O?KLŽ Ë Á“UÐ ÂuNH
 UÐ dðÅgOÐ v¹UMý¬ È«dÐ

∫r¹«ÅÁœ—Ë¬ U¼ÅÊ¬ »«ułÅÅÅUÐ

±∫bOM# ÁœUÝ ÊUJ
«  —u5ÅÅ—œ «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡

    −4,2[ ] U(−2,4) ®»    −4,2[ ] I(−2,4) ®ne«

    −4,2[ ] U 3,+∞[ ) ®     −4,2[ ] I 3,+∞[ ) ®Û

∫»«uł

t?O?ŠU� fáÝ ¨rOM#Åv
 h	A
 —u×
 ÈË— «— Á“UÐ d¼ vÝbM¼ —«œuL� «b²Ð« ©ne«ÏËœ „d²A
 

∫rOM#Åv
 «bOÄ «— Á“UÐ

O 4−2

x x′

O 4−2

x x′

O 4−2

x x′

O 4
x x′

O 4
x x′

O
x x

−2

′

O−4 4

xx
−2 2

O 4

xx
−2 2

′

′

O
x x

−2

′
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 Á“U?Ð U?¼ÅÊ¬ „«d?²ý« t# rOM#Åv
 tEŠö
 U¼ÅÁ“UÐ vÝbM¼ —«œuL� tÐ tłuð UÐ  −2,2( ]b?¹UÐ ÆXÝ« 

 b?M?�U?
® b?M?ýU?Ð t?²?ý«œ oKFð Á“UÐ Ëœ d¼ tÐ Á“UÐ Ëœ „«d²ý« v�U¹UÄ ÈU¼ÅtDI� dÖ« t# Xý«œ tłuð≤—œ ©

vJ¹ tÐ oKF²
 d¦#«bŠ Á“UÐ Ëœ „«d²ý« v�U¹UÄ ÈU¼ÅtDI� t# v²eUŠ —œ Ë t²JÐ tDI� Ê¬ —œ Á“UÐ  —u5Ås¹«

 bM�U
® bMýUÐ U¼ÅÁ“UÐ “«≤ÆXÝ« “UÐ tDI� Ê¬ —œ Á“UÐ ÁUÖÅÊ¬ ©≠

Ær¹—Ë¬Åv
 XÝœÅtÐ d¹“  —u5ÅtÐ «— d~¹œ ÈU¼ÅXLJ> ÈU¼Å»«uł ̈ rO¼œ t
«œ« b�Ë— sOL¼ UÐ tÇÅÊUMÇ

    −4,2[ ] U 3,+∞[ ) ® ∅ ®Û  −4,4[ ) ®»

≤tŽuL−
 ‡‡ÏÊ¬ Ë bOM# h	A
 vIOIŠ œ«bŽ« —u×
 ÈË— «— d¹“ ÈU¼ÅteœUF
U� “« p¹d¼ »«uł 

∫bO¼œ ÊUA� Á“UÐ p¹  —u5ÅtÐ «—

  −1≤ x +2≤6 ®»  0 < x −1 < 2 ®ne«

2x −1

3
< − 1 ® 

x +1

2
≥ 2 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

∫»«uł

  0 < x −1 < 2⇒1 < x < 3 ®ne«

  
x ∈ (1, 3)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  −1≤ x +2≤6⇒−3 ≤ x ≤ 4 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ»

  
x ∈ − 3 ,4[ ]ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  

x +1

2
≥ 2⇒ x +1 ≥ 4⇒ x ≥ 3 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

  
x ∈ 3 , ∞[ )ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2x −1

3
< − 1⇒2x −1 < − 3⇒ x < − 1 ® 

  
x ∈ − ∞ ,−1( )

O
′x x

−1

O
′x x

−3 4

O
′x x

3

O
′x x

1 3

≥ÆbO¼œ g¹UL� Á“UÐ  —u5ÅÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−
 ‡‡

    B = {x ∈ R −1≤ x < 3}    A = {x ∈ R −1 < x ≤ 3}

    D = {x ∈ R x ≥ − 2}    C = {x ∈ R x < 6}
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∫»«uł

  
D = −2,+∞[ )

  
C = −∞ ,6( )

  
B = −1, 3[ )

  
A = −1, 3( ]

¥tKOÝËÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� tŽuL−
 

  
2,+∞[ ) ® 

  
−∞ ,1( ] ®Û

  
−3 ,7( ] ®»

  
3,5[ ] ®ne«

∫»«uł

    B = x ∈ R −3 < x ≤ 7{ } »®
    A = x ∈ R 3 ≤ x ≤ 5{ } ®ne«

    
D = x ∈ R x ≥ 2{ } ® 

    C = x ∈ R x ≤1{ } ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

s¹dLð

±ÆbOM# ÁœUÝ ¨ÊUJ
«  —u5—œ «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ¨Á“UÐ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

    −∞ ,0( ] I −4,4[ ] ®»    −2,5( ] U 3,6[ ) ®ne«

    −3,5[ ] U 2, 3( ] ®     0 ,+∞( )I −∞ , 3( ] ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

≤ÆbO¼œ g¹UL� —u×
 ÈË— «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡

  
−3, 3[ ] ®Û

  
2,+∞( ) ®»

  
2,+∞[ ) ®ne«

  
−∞ ,−1( ] ®ÅÅÅÃ

[−
5

2
,
3

2
)

 ®À
  
−2,2( ) ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

≥tKOÝË tÐ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−
 ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� Á“UÐ 

    B = x ∈ R x > 1{ } ®»
    A = x ∈ R 2 < x ≤6{ } ®ne«

    D = x ∈ R −6 < x < − 1{ } ® 
    C = x ∈ R x ≤ −2{ } ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÛ

¥tKOÝËÅÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÐ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� tŽuL−
 

  
0,+∞( ) ®Û

  
0,+∞[ ) ®»

  
3,7[ ] ®ne«

  
−3,2[ ) ®ÅÅÅÅÃ

  
−∞ ,0( ] ®À

  
−4,−1[ ) ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

µÅÅÅd?Ö« ‡?‡ 
    A = x ∈ R −3 ≤ x ≤ 3{ }ÅÅÅÅÅËÅÅÅÅÅ

    B = x ∈ R x > 2{ }ÅÅÅÅÅÅË 
    
C = x ∈ R x < 0{ }b?ýUÐ 

∫bOM# h	A
 b�«ÅÁbý n¹dFð d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−
 UÐ t# «— v¹U¼ÅÁ“UÐ

  AUBUC ®Û  AIB ®»  AUB ®ne«

  (AUB)IC ®Ã  BIC ®À  AIC ® 

  BUC ®Õ  (AIB)IC ®ı



ÅÅÅÅ≤µ

∂ÆbOM# dÄ ¨VÝUM
 —«œuL� Ë Á“UÐ œUL� ¨tŽuL−
 œUL� UÐ «— veUš ÈU¼Åt�Uš ¨d¹“ ‰Ëbł —œ ‡‡ÅÅ

—«œuL�tŽuL−� œUL�Á“UÐ œUL�

  
−1,3[ ]

ÅÅ                                                             

ÅÅÅ                                                           

    
x ∈ R 2 < x < 4{ }

    
x ∈ R −2 < x ≤ 3{ }

O 3−1

x x′

∑ÆbO¼œ g¹UL� —u×
 ÈË— Ë bOM# sOOFð «— d¹“ ÈU¼ÅteœUF
U� “« p¹d¼ »«uł tŽuL−
 ‡‡

  

x +1

2
> 2x −1 ®Û  2x − 4 ≥ 0 ®»  2x − 3 < 0 ®ne«

−1≤
−2x +1

3
< 4 ®Ã−2≤ x

2
−1≤2 ®À  0≤ x +2 < 3 ® 

U¹uÖ  ôœUF�U� Ë  ôœUF�

U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž q�Uý ÈU¼Åt1œUF�

‰U¦
 È«dÐ ÆbM
U�Åv
 U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž ¨bMýUÐ È«ÅtKLłbMÇ U¼ÅÊ¬ Ãd	
 Ë  —u5 t# v¹U¼dJ#

ÆbM²J¼ U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž v~L¼ d¹“ ÈU¼Å —U³Ž

  

x +1

x −2
− 3x

x + 5
  ,   

2x2 + x −1

x +2
  ,   3x − 1

x + 3

Ãd	
 t# v²eUŠ—œ vMF¹ ÆbýU³� dH5 głd	
 t# XÝ« vMF
 UÐ v²>Ë U¹uÖ  —U³Ž p¹ —«bI


ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð U¹uÖ  —U³Ž —«bI
 ÁUÖÅÊ¬ ¨œuý dH5 U¹uÖ  —U³Ž p¹

 ÈU¹uÖ  —U³Ž

  

3x
2

− 1

x + 3
 È«“«ÅtÐ   x = −3 Êœ«œ —«d> UÐ «d¹“ ¨XÝ« ÁbA� n¹dFð   x = −3

ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð dJ# ¨XeUŠ s¹« —œ Ë Ábý dH5 UÐ dÐ«dÐ ÂËœ dJ# Ãd	
 Ê¬ —œ

U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž q
Uý ÈU¼ÅteœUF
 ̈ bMýUÐ t²ý«œ œułË U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž U¼ÅÊ¬ —œ t# v¹U¼ÅteœUF




ÅÅÅÅ≤∂

tL¼ «b²Ð« ¨U¼ÅteœUF
 s¹« qŠ È«dÐ ÆbM
U�Åv
Ï¨rOM#Åv
 qI²M
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž 

 dOE� È«ÅteœUF
 tÐ Áb
¬ XÝœÅtÐ Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž Êœd# ÁœUÝ Ë ÈdOÖÅ„d²A
 Ãd	
 UÐ fáÝ

  

P(x)
Q(x)

=0

teœUF
 t−O²�—œ ¨býUÐ dH5 UÐ dÐ«dÐ Ê¬  —u5 t# XÝ« dH5 UÐ dÐ«dÐ ÈdJ# rO�«œÅv
 q³> “« ÆrOÝ—Åv
Ï

  P(x) =0«— U¼dJ# “« p¹ÅêO¼ Ãd	
 b¹U³� teœUF
 s¹« “« Áb
¬ XÝœÅtÐ ÈU¼Å»«uł ÆrOM#Åv
 qŠ «— 

p¹ÅêO¼ Ãd	
 t# rOM#Åv
 ‰u³> «— v¹U¼ÅÊ¬ Áb
¬ XÝœÅtÐ ÈU¼Å»«uł sOÐ “« s¹«dÐUMÐ ©ø«dÇ® bMM# dH5

ÆbMM# ‚b5 teQJ
 j¹«dý —œ sOMÇÅr¼ Ë bMMJ� dH5 «— U¼dJ# “«

t?eœUF
 bMÇ t#Ås¹« “« q³>ÏÈd?O?ÖÅ„d?²A
 Ãd	
 XÝ« d²NÐ ¨rOM# qŠ «— U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž q
Uý 

ÈU¼ÅÃd	
 sOÐ „d²A
 »dC
 s¹dðÅpÇu# ÊUL¼ dJ# bMÇ U¹ Ëœ sOÐ „d²A
 Ãd	
 ÆrOM# ÊUOÐ «— U¼dJ#

t?³?ÝU×
 È«dÐ Ë XÝ« U¼ÅÊ¬Ï«— d?J?# d?¼ Ãd?	?
 ÊU?J
«  —u5 —œ XÝ« v3U# ¨U¼dJ# Ãd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— „d²A
dOž q
«uŽ —œ d²Ö—eÐ ÈUL� UÐ „d²A
 q
«uŽ »d{Åq5UŠ fáÝ ̈ rOM# t¹e−ð

 ‰U¦�±∫teœUF
 Ï 

x −2

x − 4
= x +1

x + 3
ÆbOM# qŠ «— 

∫r¹dÐÅv
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž «b²Ð«

x −2

x − 4
− x +1

x + 3
=0

ÆrO¼œÅv
 ÂU−�« «— Èd³ł  UOKLŽ Ë Áœd# t³ÝU×
 «— „d²A
 Ãd	
 ÊuM#«

  = (x − 4)‰Ë« dJ# Ãd	
 

  = (x + 3)ÂËœ dJ# Ãd	
 

  = (x − 4)(x + 3)U¼ÅÃd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

(x −2)(x + 3) − (x +1)(x − 4)
(x − 4)(x + 3)

=0⇒ x2 + x −6 − x2 + 3x + 4

(x − 4)(x + 3)
=0

  
⇒ 4x −2

(x − 4)(x + 3)
=0

 d?O?E?� È«ÅteœUF
 tÐ t# rOM#Åv
 tEŠö


  

P(x)
Q(x)

=0
t?eœU?F?
 qŠ UÐ s¹«dÐUMÐ ¨r¹bOÝ— Ï   P(x) =0

ÆrOM# «bOÄ «— teœUF
 ÈU¼Å»«uł rOM#Åv
 vFÝ

4x −2 =0⇒ x = 1

2



ÅÅÅÅ≤∑

 Êu?Ç

  
x = 1

2
 ÈU?¼d?J?# Ãd	
 

  

x −2

x − 4
 Ë 

  

x +1

x + 3
Ë X?Ý« ‰u?³?>Åq?ÐU?> f?Ä ¨b?M?#ÅvL� dH5 «— 

  
x = 1

2
ÆXÝ« teœUF
 s¹« »«uł 

 ‰U¦�≤∫teœUF
 Ï 

  

x2 −2x +2

x2 −2x
−1+ x

x
= x −1

x −2
ÆbOM# qŠ «— 

X?ÝœÅt?Ð «— „d?²?A?
 Ãd?	?
 f?á?Ý ¨r?¹d?ÐÅv?
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž «b²Ð«

Ær¹—Ë¬Åv


  

x
2 −2x +2

x
2 −2x

−1+ x
x − x −1

x −2
=0

  = x2 −2x = x(x −2)‰Ë« dJ# Ãd	
 

xÂËœ dJ# Ãd	
 Ω 

  = x −2ÂuÝ dJ# Ãd	
 

  = x(x −2)U¼ÅÃd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

  

x2 −2x +2− (x −2)(1+ x) − x(x −1)
x(x −2)

=0

  
⇒ −x2 + 4

x(x −2)
=0⇒−x2 + 4 =0⇒ x2 = 4⇒ x = 2, x = −2

 ÊuÇ  x = 2 ÈU¼dJ# Ãd	
 

  

x2 −2x +2

x2 −2x
,

x −1

x −2
Ë XJO� ‰u³>ÅqÐU> »«uł ̈ bM#Åv
 dH5 «— 

 jI3  x = −2‚b?5 teœUF
 œuš —œ teœUF
 »«uł t# UłÅÊ¬ “« ÆXÝ« ‰u³>ÅqÐU> Ë teœUF
 s¹« »«uł 

 Êœ«œ —«d> UÐ ¨bM#Åv
  x = −2tDÐ«— p¹ tÐ ¨teœUF
 —œ Ï∫rOÝ—Åv
 d¹“  —u5ÅtÐ XÝ—œ 

(−2)2 −2(−2) +2

(−2)2 −2(−2)
−1+ (−2)

−2
= −2−1

−2−2
⇒ 3

4
= 3

4

∫s¹dLð∫bOM# qŠ «— d¹“ ÈU¼ÅteœUF
 “« p¹d¼ 

2x + 4

x +2
=1 ®Å±

x + 5

3x +15
= 1

3
 ®Å≤



ÅÅÅÅ≤∏

  

3x −2

x
+ 2x + 5

x + 3
= 5 ®Å≥

  

2x + 3

2x −2
− 5

x2 −1
= 2x − 3

2x +2
 ®Å¥

  

1

x +1
− 1

x
= 1

x −1
− 1

x −2
 ®Åµ

  

x +1

x −1
− x −1

x +1
= 3x(1− x −1

x +1
) ®Å∂

  

2x + 3

x −1
− 2x − 3

x +1
= 10

x2 −1
 ®Å∑

  

3

3x2 − 3x −28
= 5

5x2 − x −20
 ®Å∏

π —«bI
 tÇ È«“«ÅtÐ ‡‡ateœUF
 ¨Ï 

x
a − x

+ a − x
x

= a
x

 »«uł È«—«œ   x = 2ÆXÝ« 

±∞ —«bI
 tÇ È«“«ÅtÐ ‡‡ÅÅÅkteœUF
 ¨Ï 

4− t
2−2t

= 3t2 + k
(t2 +1)2 −68

 »«uł È«—«œ   t = −3ÆXÝ« 

U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž q�Uý ÈU¼Åt1œUF�U�

t?K?C?Ž —œ Ë—«œ vŽu� v²>ËÏV?J?Šd?Ð® Ë—«œ X?E?K?ž ¨œuýÅv
 o¹—eð —ULOÐ p¹ XÝ«— XÝœ 

 ©d?²?Oe vKO
 d¼ —œ ÂdÖÅvKO
tt?D?Ð«— “« v?³¹dIð —uÞÅtÐ ¨éÇ XÝœ tKCŽ —œ o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ Ïd?¹“ 

∫b¹¬Åv
 XÝœÅtÐ

  
C = 0/12t

t2 +2

tKCŽ —œ Ë—«œ XEKž ̈ o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ bMÇ t# rO�«bÐ rO¼«ušÅv
Ï UÐ dÐ«dÐ éÇ XÝœ ∞¥[∞

∫r¹—«œ tK¾J
 s¹« qŠ È«dÐ øXÝ« d²AOÐ U¹ d²OeÅvKO
 —œ ÂdÖÅvKO


C ≥ 0/04⇒0/12t
t2 +2

≥ 0/04

 œbŽ —œ «— teœUF
 ·dÞ Ëœ tÇÅÊUMÇ±∞∞∫Xý«œ rO¼«uš ¨rOM# »d{ 

  

12t
t2 +2

≥ 4⇒ 12t
t2 +2

− 4 ≥ 0⇒12t − 4t2 − 8

t2 +2
≥ 0

  —U?³?Ž ÊuM#«

  
P = −4t2 +12t − 8

t2 +2
Á—«u?L?¼ d?J?# Ãd?	?
 Êu?Ç ¨rOM#Åv
 X
öŽ sOOFð «— 



ÅÅÅÅ≤π

 Á—«u?L?¼ vMF¹ XÝ« X³¦
  t
2 +2 > 0 X
öŽ fÄ ¨Ps?¹«d?ÐU?MÐ ¨œ—«œ dJ#  —u5 X
öŽ tÐ v~²JÐ 

ÆrOM# X
öŽ sOOFð «— dJ#  —u5 XÝ« v3U#

  t = 2 U¹   −4t2 +12t − 8 =0  − 4(t2 − 3t +2) =0⇒−4(t −1)(t −2) =0⇒ t =1

t 1 2

−4t2 +12t − 8 − + −
− ∞ +∞

»«uł 

 t#Ås¹« È«dÐ ̈ rOM#Åv
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ  C ≥ 0/04 b¹UÐ býUÐ   1≤ t ≤2tK5U3 —œ vMF¹ Ï

 UÐ dÐ«dÐ —ULOÐ éÇ XÝœ tKCŽ —œ Ë—«œ XEKž ¨o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ Ëœ Uð p¹∞¥[∞d¼ —œ ÂdÖÅvKO
 

ÆXÝ« d²AOÐ U¹ d²OeÅvKO


ÈU¼Å —U³Ž q
Uý ÈU¼ÅteœUF
U� «— bMýUÐ t²ý«œ œułË U¹uÖ ÈU¼Å —U³Ž U¼ÅÊ¬ —œ t# v¹U¼ÅteœUF
U�

tL¼ «b²Ð« ¨U¼ÅteœUF
U� s¹« qŠ È«dÐ ÆbM
U�Åv
 U¹uÖÏq?I²M
 teœUF
U� ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž 

Êœd# ÁœUÝ Ë ÈdOÖÅ„d²A
 Ãd	
 UÐ fáÝ ¨rOM#Åv
v?¹U¼ÅteœUF
U� tÐ Áb
¬ XÝœÅtÐ Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž 

 d?OE�

P(x)
Q(x)

≥ 0
 U¹ 

P(x)
Q(x)

> 0
 U¹ 

P(x)
Q(x)

≤0
 U?¹ 

P(x)
Q(x)

< 0
 r?OÝ—Åv
 ®Ãd?	
 Ë  —u5 U¼ÅÊ¬ —œ t#

 dOG²
 VJŠdÐ ÈU¼ÅÈ«ÅtKLłbMÇ dJ#xtŽuL−
 s²3U¹ È«dÐ fáÝ ̈ ©bM²J¼ ÏÈU¼ÅteœUF
U� “« p¹d¼ »«uł 

 ‰U¦
 È«dÐ ¨ôUÐ

P(x)
Q(x)

≥ 0
  —U³Ž ¨

P(x)
Q(x)XeUŠ s¹« —œ Ë rOM#Åv
 X
öŽ sOOFð ‰Ëbł p¹ —œ «— 

¨b?M?²?J?¼ d?H?5 U?¹ X?³?¦?
 U?¼ÅÊ¬ —œ ‚u?3  —U³Ž U¼ÅÊ¬ È«“«ÅtÐ t# X
öŽ sOOFð ‰Ëbł “« v¹U¼ÅXLJ>

tŽuL−
ÏÆXÝ« teœUF
U� »«uł 

 ‰U¦�±∫teœUF
U� Ï 

  

x +2

2x −1
≤ 1

x −2
ÆbOM# qŠ «— 

  

x +2

2x −1
− 1

x −2
≤0⇒ (x +2)(x −2) − (2x −1)

(2x −1)(x −2)
≤0

⇒ x2 −2x − 3

(2x −1)(x −2)
≤0

  —U³Ž ÊuM#«P = x2 −2x − 3

(2x −1)(x −2)
ÈU¼Å»«uł —uEM
 s¹« È«dÐ ªrOM#Åv
 X
öŽ sOOFð «— 

∫rOM#Åv
 t³ÝU×
 œułË  —u5 —œ «— dJ# Ãd	
 Ë  —u5

  x
2 −2x − 3 =0⇒ (x − 3)(x +1) =0⇒ x = 3, x = −1

  
(2x −1)(x −2) =0⇒ x = 1

2
, x = 2



ÅÅÅÅ≥∞

x − ∞ −

−

− −
−

−

−

3

x2 −2x− 3

(2x −1)(x− 2)

P ++

1

1 2 2 +∞
+

+
++

+

++

x − ∞ 1 2

4x −4 − + +

x2− 3x+ 2 +−+

+−−P

+∞

  —U³Ž X
öŽ sOOFð ‰ËbłP∫rO¼œÅv
 qOJAð «— 

  —U?³?Ž t?# rOM#Åv
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐP È«dÐ 

    
x ∈ [ −1,

1

2
)U 2, 3( ]X
öŽ È«—«œ 

∫r¹—«œ t−O²�—œ ¨XÝ« dH5 U¹ vHM


 

    
= x ∈ R −1≤ x < 1

2
      2 < x ≤ 3









tŽuL−
Ï»«uł 

                                                   

U¹ 

 ‰U¦�≤∫teœUF
U� Ï 

  

x2 + x +2

x2 − 3x +2
< 1ÆbOM# qŠ «— 

  

x2 + x −2

x2 − 3x +2
−1 < 0⇒ x2 + x −2− x2 + 3x −2

x2 − 3x +2
< 0⇒ 4x − 4

x2 − 3x +2
< 0

  —U³ŽP = 4x − 4

x2 − 3x +2
Ë  —u?5 ÈU¼Å»«uł —uEM
 s¹« È«dÐ ¨rOM#Åv
 X
öŽ sOOFð «— 

∫rOM#Åv
 «bOÄ œułË  —u5 —œ «— dJ# Ãd	


  4x − 4 =0⇒ x =1

  x = 2 U¹   x
2 − 3x +2 =0⇒ (x −1)(x −2) =0⇒ x =1

  —U³Ž X
öŽ sOOFð ‰ËbłP∫rO¼œÅv
 qOJAð «— 

  »«uł
 ÁbA� n¹dFð      ÁbA� n¹dFð

»«uł 

ÁbA� n¹dFð      ÁbA� n¹dFð

»«uł            »«uł



ÅÅÅÅ≥±

  —U³Ž —œ t# Xý«œ tłuð b¹UÐP È«“«ÅtÐ   x =1dJ# XeUŠ s¹« —œ t# œuýÅv
 dH5 dJ# Ãd	
 

  —U³Ž t# rOM#Åv
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ÆXÝ« ÁbA� n¹dFðP È«dÐ     x ∈ (−∞ ,1)U(1,2)È«—«œ 

∫r¹—«œ t−O²�—œ ¨XÝ« vHM
 X
öŽ

                                                            

U¹   
    = x ∈ R x < 1       1 < x < 2{ }tŽuL−
 Ï»«uł 

∫s¹dLðÆbOM# qŠ «— d¹“ ÈU¼ÅteœUF
U� “« p¹d¼ 

  

6 − x2

x
> 1 ®Å≤

  
1− 1

x
< x +1 ®Å±

  

x2 −2

x
< 1 ®Å¥

  

2x −1

x
> 1 ®Å≥

1− x
2x − 5

> 1 ®Å∂

x +1

x
− x

x −1
≤2 ®Åµ

2x − 3 − 1

x − 5
< x − 4− 1

x − 5
 ®Å∏

1

2x2 + x +1
≥ 1

x2 +1
 ®Å∑

 “« Èd¹œUI
 tÇ È«“«ÅtÐxøb�«Åt³ÝU×
 qÐU> d¹“ Èd³ł ÈU¼Å —U³Ž 

  

1

x2
− 3

4
4

 ®Å±∞

  

x +1

x −1
− x −1

x +1
 ®Åπ

  

2x2 + x −6

3x2 − 7x −6
− 5x 16 − x2

 ®Å±±

±≤—u?ÞÅt?Ð ôU?# Ê¬ v?~?²?H?¼ ‘Ëd?3 ¨b¹¬Åv
 —«“UÐ tÐ b¹bł Ë »užd
 ÈôU# Ÿu� p¹ v²>Ë ‡‡

Á—Ëœ p¹ È«dÐ ‰uLF
Ï ‘Ëd3 —«“UÐ bOM# ÷d3 ÆbÐU¹Åv
 g¼U# fáÝ Ë g¹«e3« v�U
“ SbŠ«Ë —«e¼ 

 ¨ôU#ttDÐ«— “« ¨v3dF
 “« bFÐ t²H¼ Ï∫b¹¬ XÝœÅtÐ d¹“ 

  
S = 200t

t2 +100

 ôU# v~²H¼ ‘Ëd3 l>u
 tÇ∏øXÝ« t²H¼ d¼ —œ d²AOÐ U¹ bŠ«Ë —«e¼ 

t³ÝU×�Ï vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³7� ( α + β )

 v{U¹— —œ≤l?Ð«u?ð “« v?C?F?Ð  «dOOGð g¹UL� vM×M
 Ë r¹bý UMý¬ vðU¦K¦
 lÐ«uð Ë U¼ÅX³J� UÐ 



ÅÅÅÅ≥≤

 dÖ« r¹b¹œ Ær¹œd# rÝ— «— vðU¦K¦
α∫ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ Á«u	eœ t¹Ë«“ p¹ 

1+ tan2 α = 1

cos2 α
 Ë tan α = sin α

cos α Ë sin2 α + cos2 α = 1

∫œuýÅv
 n¹dFð d¹“  —u5ÅtÐ t# XÝ« X�«ó�U²# ¨vðU¦K¦
 rN
 ÈU¼ÅX³J� “« d~¹œ vJ¹

  
cot α = cos α

sin α
= 1

tan α
—«b?I?
 ¨X?Ý« d?H?5U?� X?�«ó?�U?ð —«bI
 t# v¹U¼Åt¹Ë«“ —œ t# X3dÖ t−O²� Ê«uðÅv
 n¹dFð s¹« “«

∫r¹—«œ v3dÞ “« ¨XÝ« n¹dFð qÐU> X�«ó�U²#

cot α =
1

tan α ⇒ tan α × cot α = 1

tDÐ«— “«ÏËœ d¼ Á—«uL¼ ¨t¹Ë«“ p¹ È«dÐ n¹dFð qÐU> X�«ó�U²# Ë X�«ó�Uð t# œuýÅv
 t−O²� dOš« 

ÆXÝ« X�«ó�Uð X
öŽ bM�U
 vðU¦K¦
 Ád¹«œ —œ X�«ó�U²# X
öŽ t−O²�—œ ¨bMýUÐÅv
 X
öŽÅr¼

α
0

cotα

tanα

y

x

 ‰U¦�±∫

    
cot60o = 1

tan60o =
1

3
= 3

3
 ®ne«

    
cot 45

o =
1

tan45
o =

1

1
=1 ®»

 ‰U¦�≤∫ dÖ«   sin2 α cot α < 0 ÊU?L# ÈUN²�«  —u5Ås¹« —œ αv?ðU¦K¦
 Ád¹«œ tOŠU� Â«b# —œ 

øXÝ« l>«Ë

∫qŠ∫r¹—«œ X�«ó�U²# n¹dFð tÐ tłuð UÐ 

sin2 α × cot α < 0⇒ sin2 α ×
cos α
sin α < 0⇒ sin α × cos α < 0

X�«ó�Uð —u×�

X�«ó�U²; —u×�



ÅÅÅÅ≥≥

 b?¹U?Ð ¨b?ýU?Ð —«d?>d?Ð d?Oš« ÈdÐ«dÐU� t#Ås¹« È«dÐsin α Ë cos α ËU?H?²
 ÈU¼ÅX
öŽ È«—«œ 

¨b??M??ýU?Ð ÊU??L??# ÈU??N??²??�« t??−?O?²?�—œ α ÂËœ l??Ð— —œ ¨  (cos α < 0 ,  sin α > 0)Â—U??N??Ç l??Ð— —œ U?¹ 

  (cos α > 0 ,  sin α < 0)ÆXÝ« l>«Ë 

 vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³7� všdÐ t³ÝU×�( α + β ) vðU¦K¦� ÈU¼ÅX³7� V7ŠdÐ α Ë β
 jšÅrO� bOM# ÷d3OA —u×
 UÐ OXt¹Ë«“ 

α UÐ Ë OC t¹Ë«“ β “« Æœ“UJÐ  A dÐOAÈœuLŽ 

 U?ð r?OM#Åv
 Ã—UšOCtDI� —œ «— Ï B“« Æb?M# lD> 

A œu?L?ŽAP “« Ë B œu?L?Ž BQ d??Ð «— OXr?Ý— 

 “« e??O?� Ë r?O?M?#Åv?
A œu??L?Ž AT d?Ð «— BQœËd?3 

t¹Ë«“ Ær¹—Ë¬Åv
Ï ABT dÐ«dÐ α∫r¹—«œ Ë XÝ« 

x
O Q P

A
T

B

C

α

β

α + β

α

sin( α + β ) = BQ
OB

= BT + TQ
OB

= BT + AP
OB

= BA cos α + OAsin α
OB

= BA
OB

cos α + OA
OB

sin α

= sin β cos α + cos β sin α

= sin α cos β + cos α sin β

∫s¹«dÐUMÐ

®±   ©sin( α + β ) = sin α cos β + cos α sin β

 Êœ«œ —«d> UÐα = β∫b¹¬Åv
 XÝœÅtÐ eO� d¹“ t−O²� 

®≤   ©sin2α = 2sin α cos α

∫t# œuýÅv
 XÐUŁ tÐUA
 o¹dÞ tÐ

®≥   ©cos( α + β ) = cos α cos β − sin α sin β



ÅÅÅÅ≥¥

 Êœ«œ —«d> UÐα = β∫œuýÅv
 q5UŠ eO� d¹“ t−O²� 

®¥   ©

  
cos2α = cos2 α − sin2 α

® tDÐ«— —œ dÖ«¥ ÈUłÅtÐ ©  sin2 α rO¼œ —«d>   1− cos2 α∫Xý«œ rO¼«uš ª

  cos2α = cos2 α − sin2 α = cos2 α − (1− cos2 α ) = 2cos2 α − 1

∫t−O²�—œ

®µ   ©

  
cos2α = 2cos2 α − 1

tDÐ«— —œ dÖ« ËÏ® ¥ ÈUłÅtÐ ©  cos2 α rO¼œ —«d>   1− sin2 α∫Xý«œ rO¼«uš ª

cos2α = cos2 α − sin2 α = 1− sin2 α − sin2 α = 1−2sin2 α
∫t−O²�—œ

®                                                                 ∂©cos2α = 1−2sin2 α

 ‰U¦�±∫ vðU¦K¦
  —U³Ž 

sin2α
1+ cos2αÆbOM# ÁœUÝ «— 

∫qŠ

  

sin2α
1+ cos2α

= 2sin α cos α
1+ (2cos2 α − 1)

= 2sin α cos α
2cos2 α

= sin α
cos α

= tan α

® ÈU¼ÅtDÐ«— —œ tÇÅÊUMÇ±® Ë ©≥ ©−β s¹e~¹Uł «— β∫Xý«œ rO¼«uš «— d¹“ ÈU¼Å‰u
d3 ̈ rOM# 

sin( α − β ) = sin α cos β − cos α sin β
cos( α − β ) = cos α cos β + sin α sin β

 t#Ås¹« ÷d3 UÐ  cos( α + β ) ≠0∫r¹—«œ X�«ó�Uð n¹dFð “« ¨

tan( α + β ) = sin( α + β )
cos( α + β )

= sin α cos β + cos α sin β
cos α cos β − sin α sin β

 t?ÇÅÊUMÇ  cos α cos β ≠ 0 d?Ð X?Ý«— X?L?Ý d?J?# Ãd?	
 Ë  —u5 rOJIð UÐ ¨cos α cos β

∫Xý«œ rO¼«uš

  

tan( α + β ) =

sin α cos β
cos α cos β

+ cos α sin β
cos α cos β

cos α cos β
cos α cos β

− sin α sin β
cos α cos β

= tan α + tan β
1− tan α tan β



ÅÅÅÅ≥µ

∫s¹«dÐUMÐ

  

tan( α + β ) = tan α + tan β
1− tan α tan β

 Êœ«œ —«d> UÐα = βt−O²� Ï∫b¹¬Åv
 XÝœÅtÐ d¹“ 

tan2α =
2tan α

1− tan2 α

 ‰U¦�≤∫

    sin75o = sin(30o + 45o ) ®ne«

    = sin 30
o cos45

o + cos 30
o sin45

o

  
= 1

2
× 2

2
+ 3

2
× 2

2

  
= 2

4
+ 6

4
= 2 + 6

4

    cos75o = cos(30o + 45o ) ®»

= cos 30o cos45o − sin 30o sin45o

  
= 3

2
× 2

2
− 1

2
× 2

2
= 6 − 2

4

    tan75o = tan(30o + 45o ) ®Ã

    

= tan 30o + tan45o

1− tan 30o tan45o =

3

3
+1

1− 3

3
×1

= 3 + 3

3 − 3

    
cot 75o = 1

tan75o =
3 − 3

3 + 3
ÅÅÅÅ ®œ

    cos15o = cos(45 − 30) ®‡¼

  = cos45cos 30+ sin45sin 30

  
= 2

2
× 3

2
+ 2

2
× 1

2
= 6 + 2

4

 ‰U¦�≥∫ÆbOM# XÐUŁ «— d¹“ ÈU¼ÅÈËUJð v²Ý—œ 

sin(x −
π
6

) + cos(x +
π
3

) =0 ®ne«



ÅÅÅÅ≥∂

∫qŠ

= (sin xcos
π
6
− cosxsin

π
6

) + (cosxcos
π
3
− sin xsin

π
3

)ÈËUJð éÇ ·dÞ 

=
3

2
sin x −

1

2
cosx +

1

2
cosx −

3

2
sin x =0

  sin(a + b) + sin(a − b) = 2sin a cos b ®»

∫qŠ

= sina cosb + cosasin b + sina cosb − cosasin bÈËUJð éÇ ·dÞ 

  = sina cosb + sina cosb = 2sina cosb

cos4 x − sin4 x = cos2x ®Ã

∫qŠ

  cos4 x − sin4 x = (cos2 x − sin2 x)(cos2 x + sin2 x)

  = (cos2x)×1= cos2x

 ‰U¦�¥∫ bOM# ÷d3 sin α =
5

13
 Ë tan β =

3

4
 ÈU¼Åt¹Ë«“ —œ α Ë βÈU¼Å —U³Ž ̈ bMýUÐ ÁœUŠ 

ÆbOM# t³ÝU×
 «— d¹“

  tan2α ®Ã
  
cos2β ®»sin( α + β ) ®ne«

∫qŠt?³?ÝU×
 È«dÐ ©ne« Ï sin( α + β )È«d?Ð ”u?M?O?J?# Ë ”u?MOÝ vðU¦K¦
 ÈU¼ÅX³J� tÐ “UO� 

ÁœUŠ ÈU¼Åt¹Ë«“Ï α Ë β∫r¹—«œ 

cos2 α = 1− sin2 α = 1−
25

169
=

144

169
⇒ cos α = ±

12

13

 ÊuÇα ÊUL# ÈUN²�« fÄ ¨XÝ« ÁœUŠ È«Åt¹Ë«“ α fÄ ¨XÝ« vðU¦K¦
 Ád¹«œ ‰Ë« lÐ— —œ   cos α > 0

 t−O²�—œcos α =
12

13
Æ

  

1

cos2 β
=1+ tan2 β = 1+

9

16
=

25

16
⇒ cos2 β =

16

25
             cos β =

4

5

sin2 β = 1− cos2 β = 1−
16

25
=

9

25
⇒ sin2 β =

9

25
            sin β =

3

5

  
sin( α + β ) = sin α cos β + cos α sin β =

5

13
×

4

5
+

12

13
×

3

5
=

56

65

⇒⇒⇒

⇒⇒⇒
βÁœUŠ 

βÁœUŠ 



ÅÅÅÅ≥∑

©»cos2β = cos2 β − sin2 β =
16

25
−

9

25
=

7

25

©Ã

  

tan2α =
2tan α

1− tan2 α

 t# UłÅÊ¬ “«sin α =
5

13
 Ë cos α =

12

13
∫Xý«œ rO¼«uš ¨

tan α =
sin α
cos α =

5

12

∫t−O²�—œ

  

tan2α =
2× 5

12

1− 25

144

=

10

12

119

144

=
120

119

s¹dLð

± ÈU¹«Ë“ vðU¦K¦
 ÈU¼ÅX³J� ‡‡    15
o

 Ë     22 / 5
o

ÆbOM# t³ÝU×
 «— 

≤ bOM# ÷d3 ‡‡tan α =
3

4
 Ë tan β =

5

12
 Ë α Ë βt³ÝU×
 «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ̈ bMýUÐ ÁœUŠ 

ÆbOM#

sin( α + β )  ,  cos( α + β )  ,  tan( α + β )

≥ bOM# ÷d3 ‡‡sin α =
4

5
 Ë sin β =

15

17
 Ë α Ë ÁœUŠ β«— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ¨býUÐ tłdHM
 

ÆbOM# t³ÝU×


sin( α + β )  ,  cos( α + β )  ,  cot( α + β )

sin2α  ,  cos2α  ,  tan2β

¥ÆbOM# ÁœUÝ «— d¹“ ÈU¼Å —U³Ž ‡‡

sin(x +
π
3

)  ,  cos(
π
3
+
π
4

)  ,  tan(
π
6
+
π
4

)

µÆbOM# XÐUŁ «— d¹“ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐ v²Ý—œ ‡‡Å

  
sin(

3 π
2

− x) = −cosx ®ne«

cos(
π
2
+ θ ) = −sin θ ®»



ÅÅÅÅ≥∏

  
cos( α − β ) − cos( α + β ) = 2sin α sin β ®Ã

  sin2xcosx − cos2xsin x = sin x ®œ

sin α = 2sin
α
2

cos
α
2

 ®‡¼

cos α = 2cos2 α
2
−1 ®Ë

1− cos α = 2sin2 α
2

 ®“

  

tan α =
2tan

α
2

1− tan2 α
2

 ®Õ

2

tan α + cot α = sin2α ®◊

sin x
1+ cosx

= tan
x
2

 ®È

cot
x
2
− tan

x
2
= 2cot x ®„

lÐUð

lÐUð tâA¹—Uð

—œ Èœö?O?
 r?¼b?H?¼ Êd?> —œ ådOG²
 —«bI
ò Ê«uMŽ UÐ lÐUð ÂuNH
 —UÐ sO²J	� È«dÐ

®  —U?#œÅt�— ÈU¼—U#±∂µ∞‡‡±µ∂πb?¹b?Ä vÝbM¼ ÈU¼Åt²ýu� —œ Ë ÈuJ�«d3 Ê«bO{U¹— ©Â

t?Ýb?M¼ »U²# —œ  —U#œ Æb
¬Ïd?O?O?G?ð t?−O²� —œ ÷dŽ dOOGðò Ê«uMŽÅtÐ «— lÐUð ÂuNH
 œuš 

® v?eu?�d?Ð ÊU¼u¹ r¼b−¼ Êd> —œ ÆbM#Åv
 vÝ—dÐ å‰uÞ±∑¥∏‡‡±∂∂∑t?Ð Ë b¹bł ÁUÖb¹œ ©

∫b¹uÖÅv
 Ë« ¨bM#Åv
 ÕdD
 lÐUð tÐ X³J� «— vKOK×ð ÕöD5«

ÆœdOÖÅv
 dE�—œ d~¹œ dOG²
 —«bI
 UÐ «— dOG²
 p¹ —«bI
 t# XÝ« È—u²Ýœ Ê«uMŽÅtÐ lÐUðòå

 ‰UÝ —œ±∑¥∏® deË« œ—U�u¾e ±∑∏≥‡‡±∑∞∑œUL� veu�dÐ ÊU¼u¹ œdÖUý ©Â
±

 fÈ«dÐ «— 

∫bM#Åv
 ÕdD
  —u5 s¹« tÐ vKOK×ð ÁUÖb¹œ “« «— Ê¬ Ë X3dÖ dE�—œ lÐUð

±‡‡ Function



ÅÅÅÅ≥π

dOG²
 —«bI
 s¹« “« Èu×�ÅtÐ t# vKOK×ð  —U³Ž p¹ “« XÝ«  —U³Ž ̈ dOG²
 p¹ lÐUðò

d²OÄ ÊU¼u¹ Êd> Ëœ vÞ “« fÄ ̈ ÁdšôUÐ åÆXÝ« Ábý qOJAð XÐUŁ ÈU¼—«bI
 U¹ U¼œbŽ “« Ë

® tKJ¹d¹œ Ê˛ue ËU²ÝuÖ±∏µπÅÅ‡‡±∏∞µn¹dFð ̈ r¼œ“u� Êd> jÝ«Ë« —œ v�ULe¬ Ê«œÅv{U¹— ©Â

∫bM#Åv
 ÊUOÐ sýË— vð—u5ÅtÐ «— lÐUð È“Ëd
«

òy dOG²
 “« vFÐUð xÁ“UÐ —œ Ï a ≤ x ≤ b —«bI
 d¼ È«dÐ t# vÞdý tÐ ̈ XÝ« xs¹« “« 

 bM�U
 Èœd3ÅtÐ dB×M
 Ë h	A
 —«bI
 ¨Á“UÐyåÆbýUÐ t²ý«œ œułË Ê¬ UÐ dþUM²
 

ÈdBMŽ Ë bM#Åv
 qLŽ tŽuL−
 p¹ d5UMŽ ÈË— t# XÝ« vKLŽ lÐUð bO�«œÅv
 t# —uÞÅÊUL¼

® ‰U¦
 Ê«uMŽÅtÐ Æœ“UÝÅv
 dOE� «— tŽuL−
 p¹ —œ±ÆbOM# tłuð d¹“ ‰Ëbł Ë qJý tÐ ©

≤µ∞±µ∞±∞∞µ∞∞(p)Ê“Ë 

±∂±≥±±π∏(l)‰uÞ 

8 9

50

11

100

150

13

250

16

Á“«b�« ‰Ëbł s¹«ÏÊUA� ̈ XÝ« Ábý t²	¹Ë¬ Ê¬ tÐ t# v�“Ë —«bI
 “« XÝ« vFÐUð t# ̈ «— dM3 p¹ ‰uÞ 

 UÐ «— Ê“Ë Æ©d²
Åv²�UÝ VJŠ dÐ ‰uÞ Ë ÂdÖ VJŠdÐ Ê“Ë® b¼œÅv
p UÐ «— ‰uÞ Ë lö¦
 ÆrOM#Åv
 h	A
 Î

 dÖ«
  
p =100 b?ýUÐ ÂdÖ   l =11 d?¼ t?Ð œu?ýÅv
 Áb¹œ t# È—uÞÅtÐ ÆXÝ« d²
Åv²�UÝ p p?¹ UNMð lt²JÐ«Ë 

 XOL# Ëœ ÊUO
 tDÐ«— ôUÐ ‰Ëbł VOðdðÅs¹bÐ ÆœœdÖÅv
p Ë lœ«bŽ« tÐ t# È“UÝdOE� qLŽ p¹  —u5ÅtÐ «— 

Æb¼œÅv
 ÊUA� ¨b�uýÅv
 dOE� sO¹UÄ dDÝ œ«bŽ« ôUÐ dDÝ

lÐUð tM
«œ ‰U¦
 s¹« —œ Æœ—«œ ÂU� lÐUð tM
«œ ̈ bM#Åv
 qLŽ U¼ÅÊ¬ ÈË— lÐUð p¹ t# Èd5UMŽ tŽuL−


 Á“UÐ
  
0,M[ ] t# XÝ« MÆœuA� Á—UÄ dM3 Uð œuL� Ê«e¹Ë¬ dM3 Ê¬ tÐ Ê«uðÅv
 t# XÝ« v�“Ë d¦#«bŠ 

‰U¦�≤∫ lÐUð   f(x) = 3x −1 tM
«œ UÐ «— 

  

−1,−
1

3
,0,

1

3
,1,2






t?# bOM# tłuð Æb¹dO~Ð dE�—œ 



ÅÅÅÅ¥∞

tz«—« —œÏ r?O¼«ušÅv
 Æœuý tz«—« b¹UÐ eO� Ê¬ tM
«œ ¨vFÐUð d¼ ftKOÝËÅtÐ «— Ï —u?5ÅtÐ sOMÇÅr¼ Ë ‰Ëbł 

tŽuL−
ÏÆrO¼œ g¹UL� Vðd
 ÈU¼ÅÃË“ 

∫qŠ d¹œUI
 f(x)∫rOM#Åv
 «bOÄ «— 

  f(−1) = 3(−1) −1= −3 −1= −4

f(− 1

3
) = 3(− 1

3
) −1= −1−1= −2

  f(0) = 3(0) −1=0−1= −1

  
f(

1

3
) = 3(

1

3
) −1=1−1=0

  f(1) = 3(1) −1= 3 −1= 2

  f(2) = 3(2) −1= 6 −1= 5

 d¹œUI
 d¹“ ‰Ëbł f(x) d¹œUI
 UÐ dþUM²
 x∫b¼œÅv
 ÊUA� «— 

  

x −1 −
1

3
0

1

3
1 2

y = f(x) −4 −2 −1 0 2 5

tŽuL−
 ¨Vðd
 ÈU¼ÅÃË“  —u5 tÐ lÐUð Êœd# h	A
 È«dÐ ÊuM#«Ï∫rO¼œÅv
 qOJAð «— d¹“ 

f = (x,f(x)) x ∈ Df{ }

  
(2,5)} Ë 

  
(1,2) Ë 

  
(
1

3
,0) Ë 

  
(0,−1) Ë (− 1

3
,−2) Ë 

  
f = (−1,−4){

 ‰U¦�≥∫ lÐUð   f(x) = 2x + 3 tM
«œ UÐ «— 
  
−2,−1,0,1{ } Ær¹dOÖÅv
 dE�—œ ftKOÝË tÐ «— ÏÈU¼ÅÃË“ 

ÆbO¼œ g¹UL� —«œuL� Ë Vðd


∫qŠ∫r¹—«œ   f(−2) = −4+ 3 = −1

  f(−1) = −2+ 3 =1

  f(0) =0+ 3 = 3

  f(1) = 2+ 3 = 5

  
(1,5)} Ë 

  
(0, 3) Ë 

  
(−1,1) Ë 

  
f = (−2,−1){

O
x

y

3

5

1−1

−2

2



ÅÅÅÅ¥±

 ¨œuýÅv
 Áb¹œ q³> ÈU¼Å‰U¦
 —œ t# È—uÞÅtÐf(x) lÐUð —«bI
 t#ÅÅÅs¹«ÅÅdÐÅÅÁËöŽ f¨bM#Åv
 sOF
 «— 

t?M?
«œ “« u?C?Ž d?¼ tÐ Ë b¹UL�Åv
 h	A
 eO� «— lÐUð s¹« Êu�U>ÏÐ “« u?C?Ž p?¹ UNMð lÐUð 
Ô

X?³J� «— œd

 lÐUð dÖ« Æb¼œÅv
f bM�U
 ¨tM
«œ “« ÈuCŽ tÐ x dBMŽ ªyÐ “« 
Ô

∫rOJ¹u�Åv
 ¨b¼œ X³J� «— lÐUð œd

y = f(x)

tŽuL−
 r¹—«œ —U#ËdÝ U¼ÅÊ¬ UÐ t# v¹U¼ÅlÐUð œdÐ Ë tM
«œ ̈ »U²# s¹« —œÏ“« vA	Ð U¹ vIOIŠ œ«bŽ« 

 lÐUð ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ«f vMF¹ býUÐ vIOIŠ œ«bŽ« ‘œdÐ Ë tM
«œ t# «—   
Df ⊆ R Ë   

Rf ⊆ RlÐU‡ð 

 b?M?�U
 lÐUð p¹ tM
«œ dÖ« ÆbM
U�Åv
 vIOIŠ d¹œUI
 UÐ vIOIŠf tŽuL−
 Av?IOIŠ œ«bŽ« lÐUð d¹œUI
 Ë 

∫rOJ¹u�Åv
 bMýUÐ

  f:A  → R

sOýU� Ê«uMŽÅtÐ lÐUð

y

f sOýU�

n?¹dFð Ë ÂuNH
 qOLJð Ë g¹«bOÄ a¹—Uð ¨g	Ð s¹« È«b²Ð« —œ

—uBð t# œuýÅv
 h	A
 ¨Ê¬ —œ X>œ vL# UÐ ¨bý ÊUOÐ lÐUð È“Ëd
«

tL¼ „d²A
 vM¼–Ïb?M�U
 lÐUð t# XÝ« s¹« lÐUð n¹dFð “« U¼ÅÊ«bO{U¹— 

 t?# È—u?ÞÅt?Ð ¨bM#Åv
 qLŽ sOýU
 p¹xt?M
«œ “« ÏÈœË—Ë —œ «— lÐUð 

 —«bI
 p¹ UNMð Ë œdOÖÅv
 sOýU
yfÄ ¨bM#Åv
 d¼Uþ vłËdš —œ «— 

∫X3dÖ dE�—œ lÐUð È«dÐ «— qÐUI
 ‰b
 Ê«uðÅv


 sOýU
 ÊuÇf ÈË— xq5UŠ Ê«uðÅv
 ¨b¼œÅv
 ÂU−�« «— vKLŽ 

 ÈË— q?LŽ Ê¬x UÐ «— f(x)s?O?ýU?
 v?łËd?š —œ s?¹«dÐUMÐ ¨œ«œ g¹UL� 

 ÈUłÅtÐ Ê«uðÅv
y “« f(x)Æœd# ÁœUH²Ý« 

 d?¹œUI
xt?M?
«œ t?Ð o?KF²
 t# Ït?Ð ÈœË—Ë o?¹d?Þ “« ¨b?M²J¼ lÐUð 

 sOýU
 ÊË—œ fáÝ ¨bMM#Åv
 «bOÄ Á«— sOýU
fÈ«ÅÁbŽU> U¹ —u²Ýœ o³Þ 

 œd3ÅtÐ dB×M
 —«bI
 ̈ XÝ« Ábý h	A
 q³> “« t#y = f(x)t²šUÝ 

ÆœuýÅv


ôu?LF
 t# Xý«œ tłuð b¹UÐÎ “« x “« ¨dOG²
 Êœ«œ ÊUA� È«dÐ f

 “« Ë lÐUð Êœ«œ ÊUA� È«dÐy U¹ f(x)ÁœUH²Ý« lÐUð —«bI
 Êœ«œ ÊUA� È«dÐ 

ÆrOM#Åv


y = f ( x )

f sOýU�

x ∈ Df

x ∈ Df



ÅÅÅÅ¥≤

t×H5 ‰U¦
 Ê«uðÅv
 ÊuM#«Ï ≥πÁ—UÐ—œ t# «— ÏtłuðÅUÐ «— XÝ« Ê¬ tÐ Ábý t²	¹Ë¬ t�“Ë Ë dM3 ‰uÞ 

∫ÈU¼œUL� UÐ ¨r¹b¹œ t# tâ�¬ tÐ

f = p, f(p)( ) p ∈ Df{ }      U¹     p a f(p)

 lÐUð s¹«dÐUMÐ Æœ«œ ÊUA� eO�ftKOÝË tÐ «— ÏÆœ«œ g¹UL� Ê«uðÅv
 ôUÐ ÈU¼ÅqJý “« vJ¹ U¹ —«œuL� ¨‰Ëbł 

 n¹dFð t# XÝ« —UJý¬f d¼ tÐ býUÐ t#  —u5 d¼ tÐ p p¹ UNMð lö¦
 ÆbM#Åv
 t²JÐ«Ë ÎtL¼ Ïv¹U¼œUL� 

 tÐ r¹«ÅÁœdÐ —U#ÅtÐ lÐUð n¹dFð È«dÐ t#
  
p =150 —«bI
 UNMð   l =13ÆbM¼œÅv
 X³J� «— 

 l?ÐUð t# U−�¬ “«  f:x a ytŽuL−
 Ë Ï t?# Vðd
 ÈU¼ÅÃË“ fl?ÐUð —«bI
 Ë ¨bM#Åv
 h	A
 «— 

 vMF¹f(x)t?eœUF
 Ë Ï y = f(x) ÊU?O
 v~²JÐ ÊUJJ¹ —uÞÅtÐ v~L¼ ¨x Ë y“« f?Ä ¨bMM#Åv
 sOF
 «— 

 “« U
 ̈ XOF>u
 UÐ VÝUM²
 ̈ s¹«f(x) Ë y = f(x)r¹dÐÅv
 ÂU� lÐUð Ê«uMŽÅtÐ eO� 
±

lÐUð p¹ ÊUOÐ v¼UÖ U
« Æ

 Êu�U> p¹  —u5ÅtÐf(x)öLŽ U¹ Ë qJA
 Î“« lÐUð rJ−ð È«dÐ  —u5 s¹« —œ t# ¨XÝ« sJL
dOž 

ÆœuýÅv
 ÁœUH²Ý« —«œuL� Ë ‰Ëbł

 ‰U¦�¥∫ v?IOIŠ lÐUð 

f: R→ R

x a
1

2
x −2






tM
«œ UÐ «— Ï   R Ë r¹—«œ Ær¹dOÖÅv
 dE�—œ   f(0) = −2Ë 

  f(4) =0tDI� Ëœ dÐ Áb�—cÖ jš Ê¬ —«œuL� Ë Ï   (0,−2) Ë   (4,0)ÆXÝ« 

±tKOÝË tÐ lÐUð n¹dFð ‡‡ÏtŽuL−
 ÏeO� È—u5 dE�ÅÅ“« Ë dðÅoO>œ Ë dðÅsýË— U¼ÅtŽuL−
 rO¼UH
 “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë Vðd
 ÈU¼ÅÃË“ 

œ—«u?
 “« È—U?O?J?Ð —œ Ê¬ Êœd?Ð—U#ÅtÐ Ë ¨XÝ« —«œ—ušdÐ vHO5uð “« t� Ë œ—«œ ÈœuNý  —u5 t� vH¹dFð sOMÇ U
« ÆXÝ« VeUł

ÆXÝ« vKLŽdOž

O
x

y

4

−2

x y

0 −2

4 0

∫t?²J�t?eœU?F
 —œ gðUB²	
 t# tDI� d¼ Ï y = f(x) l?ÐU?ð —«œuL� dÐ bM# ‚b5 fË ªœ—«œÅÅ—«d> 

 lÐUð —«œuL� dÐ È«ÅtDI� dÖ« ¨fJŽdÐfteœUF
 —œ gðUB²	
 býUÐ l>«Ë ÏÆœd# b¼«uš ‚b5 ôUÐ 

tM
«œ dÖ« t²³e«Ïö¦
 ̈ Á“UÐ p¹ «— lÐUð Î 
  
0,4[ ]œuÐ b¼«uš vDšÅÁ—UÄ jI3 lÐUð —«œuL� ̈ r¹dO~Ð dE�—œ 

 tDI� Ëœ sOÐ t#
  (0,−2) Ë 

  (4,0)ÆœuýÅv
 rÝ— 





f:Df  → R



ÅÅÅÅ¥≥

 ‰U¦�µ∫ lÐUð   f(x) = 2x +1 tM
«œ UÐ 
  
−1,1[ ] t?Ð oKF²
 d¹“ ◊UI� “« p¹ÅÂ«b# ÆXÝ« Ábý Áœ«œ

øbMýUÐÅv
 Ê¬ —«œuL�

  
A(2,5) Ë 

  
B(0,1) Ë C(− 1

2
,0) Ë 

  
D(−1,−1) Ë 

  
E(

1

2
,
1

2
)

∫q??Š ∫r?¹—«œ 

—«œuL�®f  ©A ∉∫                           
  
A(2,5):2 ∉ Df

—«œuL�®f  ©B ∈∫ ÅÅ            B(0,1):f(0) = 2(0) +1=1

—«œuL�®f  ©C ∈∫  Å           C(− 1

2
,0):f(− 1

2
) = 2(− 1

2
) +1=0

—«œuL�®f  ©D ∈∫  ÅÅÅÅÅ          ÅD(−1,−1):f(−1) = 2(−1) +1= −1

—«œuL�®f  ©E ∉∫ ÅÅÅÅÅÅÅ           E(
1

2
,
1

2
):f(

1

2
) = 2(

1

2
) +1= 2

 ‰U¦�∂∫ v?Dš lÐUð f(x) = ax + btM
«œ UÐ Ï   R t?# bO¹UL� h	A
 È«Åt�uÖÅtÐ «—   f(1) = 3Ë 

  f(−1) =1Æ

∫qŠ ∫r¹—«œ

f(1) = a(1) + b = a + b     ⇒

  f(−1) = a(−1) + b = −a + b  ⇒

  f(x) = x +2

 ‰U¦�∑∫® XŠUJ
 A ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ ©r qJý® ±∫b¹¬Åv
 XÝœÅtÐ d¹“ —u²Ýœ “« ©

    A = π r2    ( π ~ 3 /1416)

r

  

a + b = 3

−a + b =1





 qJý±

  —u5ÅtÐ vFÐUð œUL� UÐ «— ‰u
d3 s¹« ‰uLF
 —uÞÅtÐ  A(r) = π r2
¨œuý h	A
 Uð rOJ¹u�Åv
 

 Ád¹«œ XŠUJ
A Ád¹«œ ŸUFý tÐ t²JÐ«Ë ¨rÆœuýÅv
 d²Ö—eÐ XŠUJ
 ¨œuý d²Ö—eÐ ŸUFý tÇd¼ ÆXÝ« 

 Á“UÐ lÐUð s¹« tM
«œ
  (0,+∞ )ÆXÝ« 

2b = 4⇒ b = 2,a =1



ÅÅÅÅ¥¥

 ‰U?¦�∏∫s?O?�“ t?Ð–U?ł »U?²?ý Ë œu?ý U?¼— s?O?¹U?Ä ·dÞÅtÐ vłdÐ ÈôUÐ “« Áe¹—Å@MÝ p¹ dÖ« 

  g = 9 / 8m s2
tK'U(  —u'Ås¹« —œ ̈ býUÐ Ï Ábý ÁœuLOÄ d “« fÄ Êbý U¼— l1u� “« ttDÐ«— “« ̈ tO3UŁ Ï

∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“

  d(t) = 4 / 9t2

tK'U( bOM8Åv� tEŠö� t8 —uÞÅÊUL¼Ï Ábý ÁœuLOÄ d “« È«ÅlÐUð t Á“UÐ lÐUð s¹« tM�«œ ÆXÝ« 
  
0, t

1[ ]
 t8 XÝ«

  
t
1

ÆXÝ« sO�“ tÐ Áe¹—Å@MÝ ÊbOÝ— ÊU�“ 

 ‰U¦�π∫ÈU¼ÅÁU~²Ýœ XšuÝ sO�Qð È«dÐ t8 œuýÅv� t²HÖ È˛d3« —«bI� tÐ ÊbÐ —œ t¹UÄ È˛d3« 

s¹« bM3U� Ë e¹—ÅÊË—œ œbž ̈ fHMð ÁU~²Ýœ ̈ ‘—«uÖ ÁU~²Ýœ ̈ tOK8 ̈ t¹— ̈ VK1 bM3U� ÊbÐ ÊË—œ Èœ«—«dOž

ÆœuýÅv� ÁœUH²Ý«

 ‰u?LF� —uÞÅtÐ

  

2

3
 Ë t?¹U?Ä ÈU¼ÅXOIUF( sO�Qð ·d' ¨U¼«cž “« ÊbÐ v²(U¹—œ È˛d3« “« 

  

1

3
d~¹œ 

bM�—U8 p¹ È«dÐ Â“ô ÈdIU8 —«bI� ̈ ‰U¦� È«dÐ ÆXÝ« t3«“Ë— vJ¹eO( ÈU¼ÅXOIUF( XšuÝ sO�Qð È«dÐ

tDÐ«— “« “Ë—Åt3U³ý p¹ —œÏ∫œuýÅv� t³ÝU×� d¹“ 

≥∞ × ÂdÖuKO8 VRŠdÐ ÊbÐ Ê“Ë ΩÊbÐ È«dÐ Â“ô È˛d3« —«bI� 

 Èb??M??�—U?8 Ê“Ë t?ÇÅÊU?M?Ç∏∞t??Ð œu??š “U??O??3œ—u?� È˛d?3« s?O?�Q?ð È«d?Ð ¨b?ýU?Ð Âd?Öu?K?O?8 

  80× 30= 2400“« gOÐ t3«“Ë— hXý s¹« dÖ« s¹«dÐUMÐ Æœ—«œ ÃUO²Š« “Ë—Åt3U³ý p¹ —œ ÈdIU8 

≤¥∞∞ “« d²L8 dÖ« Ë Ábý Ê“Ë t(U{« —UÇœ ÁUÖÅÊ¬ ̈ bM8 X(U¹—œ ÈdIU8 ≤¥∞∞¨bM8 X(U¹—œ ÈdIU8 

 ÊUL¼ dÖ« vIË ÆœuýÅv� Ê“Ë g¼U8 V³Ý≤¥∞∞Æb3U�Åv� v1UÐ XÐUŁ Ë« Ê“Ë bM8 X(U¹—œ «— ÈdIU8 

‰u�d( tÐ tłuð UÐ


“« vFÐUð È˛d3« s¹« —«bI� t8 rOM8Åv� tEŠö� ¨ÊbÐ È«dÐ Â“ô È˛d3« —«bI� 

Ê“Ë t?Çd?¼ Ë d²AOÐ ÊbÐ È«dÐ Â“ô v(dB� È˛d3« —«bI� ¨býUÐ d²AOÐ Ê“Ë tÇd¼ ÆXÝ« ÊUR3« Ê“Ë

 Á“UÐ lÐUð s¹« tM�«œ ¨œuýÅv� d²L8 eO3 ÊbÐ È«dÐ Â“ô v(dB� È˛d3« —«bI� ¨býUÐ d²L8
  
x

1
,x

2[ ]XÝ« 

 t8
  
x

1
 Ë U¼ÅÊUR3« Ê“Ë s¹d²L8 

  
x

2
ÆXÝ« U¼ÅÊUR3« Ê“Ë s¹d²AOÐ 

 ‰U¦�±∞ ∫v3bÐ Áœuð hšUý “« ÁœUH²Ý« ̈ œ«d(« ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë g−MÝ ÂuÝd� ÈU¼Å‘Ë— “« vJ¹

 U¹BMI±

tDÐ«— “« t8 XÝ« Ï∫œuýÅv� t³ÝU×� d¹“ 

ÂdÖuKO8 VRŠdÐ Ê“Ë                                                            

=                                             
 BMI

d²� VRŠdÐ b1 ‰uÞ —Ëc−�                                                        

±‡‡ Bady Mass Index



ÅÅÅÅ¥µ

t³ÝU×� “« fÄÏ BMIÆbM8Åv� ‚UHð« œd( d¼ È«dÐ d¹“ ÈU¼ÅXIUŠ “« vJ¹ 

 œ—«œ Ê“Ë œu³L8 Ë XÝ« džô hXý  BMI < 19⇒

 XÝ« v3“Ë X�öÝ ÁœËb×� —œ Ë œ—«œ vFO³Þ Ê“Ë hXý  19≤ BMI < 25⇒

 œ—«œ Ê“Ë t(U{« hXý  25 ≤ BMI < 30⇒

 Æœ—«œ v3«d×Ð XOF{Ë Ë ‚UÇ hXý  BMI ≥ 30⇒

p¹ UÐ ̈ b3—«œ Ê“Ë t(U{« t8 Èœ«d(« Ë œuýÅv� hXA� Èœd( d¼ v3“Ë XOF{Ë ̈ ‘Ë— s¹« UÐ

øXROÇ ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë U�« ÆbMÝdÐ v3“Ë X�öÝ ÁœËb×� tÐ bM3«uðÅv� VÝUM� r¹˛—

g¹«e(« UÐ «d¹“ ̈ œ—«œ rOI²R� tDÐ«— ULý sÝ UÐ ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë t8 rO¹u~Ð b¹UÐ ‰«RÝ s¹« tÐ aÝUÄ —œ

 Ë œË—Åv?� ôU?Ð Êb?Ð È«ÅÁd?Oš– vÐdÇ Ê«eO� vFO³Þ —uÞÅtÐ sÝBMIX?N?ł sOL¼ tÐ ÆbÐU¹Åv� g¹«e(« 

 ¨sÝ ‰Ëbł pL8 tÐ t¹cGð ÂuKŽ ÊUBBX²�BMId¹“  —u'ÅtÐ «— nK²X� œ«d(« vMÝ ÁËdÖ VÝUM� 

ÆbMM8Åv� sOOFð

BMIvMÝ ÁËdÖ

≤≤≤¥‡‡±π

≤≥≥¥ÅÅ‡‡≤µ

≤¥¥¥ÅÅ‡‡≥µ

≤µµ¥ÅÅ‡‡ÅÅ¥µ

≤∂∂¥ÅÅÅ‡‡ÅÅµµ

≤∑∂µôUÐ tÐ 

 s²(U¹ “« fÄBMI∫œuýÅv� t³ÝU×� d¹“ ‰u�d( o³Þ ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë ̈ œd( d¼ vMÝ ÁËdÖ UÐ VÝUM� 

 d²� VRŠdÐ b1 —Ëc−�× BMI ΩÂdÖuKO8 VRŠdÐ ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë 

œu³L8 —b1ÅtÇ U¹ Ê“Ë t(U{« —b1ÅtÇ t8 œuýÅv� ÂuKF� ¨bO²R3«œ «— œuš ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë t8 ÊuM8«

Æb¹—«œ Ê“Ë

¨X?Ý« œd?( d?¼ b?1 ‰u?Þ “« v?F?ÐU?ð ‰¬ÅÁb?¹« Ê“Ë t?8 r?O?ÐU?¹Åv?�—œ ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë ‰u�d( —œ X1œ UÐ

 »d{Åq'UŠ “« ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë ÊuÇ sOMÇÅr¼BMIhXA� ̈ b¹¬Åv� XÝœÅtÐ d²� VRŠdÐ b1 —Ëc−� —œ 

 “« vFÐUð ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë t8 œuýÅv�BMIb1 ‰uÞ ‰u�d( s¹« —œ ÆœuýÅv� œd( d¼ vMÝ ÁËdÖ t−O²3—œ Ë 

 ËBMIÆXÝ« U¼ÅÊ¬ tÐ t²RÐ«Ë ÈdOG²� ‰¬ÅÁb¹« Ê“Ë Ë qI²R� v¹U¼dOG²� 



ÅÅÅÅ¥∂

  —u?'ÅtÐ Ê¬ tDÐU{ t8 vDš lÐUð UÐ t²ýcÖ ‰UÝ —œy = ax + bs?OMâL¼ ¨b¹bý UMý¬ XÝ« 

tDÐU{ UÐ lÐUð ‰UI²3« pL8 tÐ «— ÂËœ tł—œ lÐ«uð “« všdÐ —«œuL3 rÝ—Ï   f(x) = x2
tÐ Æb¹œd8 tFIUD� 

tDÐU{ UÐ ÂËœ tł—œ lÐUð —«œuL3Ï   y = ax2 + bx + c vLNÝl?ÐUð p¹ —«œuL3 rÝ— d¹“ —œ ÆrO¹uÖÅv� 

ÆbOM8Åv� Áb¼UA� vÐU¹ÅtDI3 pL8 tÐ «— ÂËœ tł—œ

 ‰U¦�±±∫  lÐUð —«œuL3 

f: R → R

f(x) = x
2 −2x − 3





ÆbOM8 rÝ— «— 

∫qŠ  t?8ÅÊ¬ t?Ð tłuð UÐ ÆXÝ« vLNÝ p¹ ôUÐ lÐUð —«œuL3 t8 rO3«œÅv�
  f(x) = (x −1)2 −4UÐ 

 vLNÝ ‰UI²3«
  
y = x2

 Ë XÝ«— tÐ bŠ«Ë p¹ Á“«b3« tÐ ¥ÆœuýÅv� rÝ— lÐUð s¹« —«œuL3 ̈ sO¹UÄ tÐ bŠ«Ë 

x

y

O

1 3

5

−1−2

−3

−4

2

tIœUF�Ï  —u'ÅtÐ vLNÝ vK8   f(x) = ax2 + bx + cÆXÝ« 

 ‰U¦�±≤∫ ◊UI3 “« t8 bOÐUOÐ «— vLNÝ p¹ tIœUF� 
  (0,−1) ¨

  (1,0) ¨
  (2,3)Æœ—c~Ð 

∫qŠ ∫r¹—«œ

  
⇒  −1= c    

  f(0) =0+0+ c

f(1) = a(1) 2 + b(1) + c  ⇒  0= a + b −1⇒ a + b =1

f(2) = a(2) 2 + b(2) + c ⇒  3 = 4a +2b −1⇒ 4a +2b = 4

∫rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ fÄ

 

  

a + b =1

2a + b = 2





 ⇒ a =1 ,  b =0



ÅÅÅÅ¥∑

∫œuýÅv	 t−O²� Ê¬ “« t�

  f(x) = x2 −1

È«ÅtDÐU{ÅÅÅbMÇ lÐUð

t?M?	«œ ÁUÖd¼Ït?Žu?L?−?	 bMÇ tÐ «— lÐUð p¹ ÏÊ¬ ŸU?L?²?ł« t?� È—u?ÞÅt?Ð ¨r?OM� rO-Ið r¼ “« «bł 

tM	«œ UÐ dÐ«dÐ U¼ÅtŽuL−	Ï —u0 s¹« —œ ¨rOM� n¹dFð e¹UL²	 È«ÅtDÐU{ tŽuL−	 d¼ ÈË— Ë býUÐ lÐUð 

Æb¹¬Åv	 XÝœÅtÐ È«ÅtDÐU{ÅÅÅÅbMÇ lÐUð p¹

 ‰U¦�±≥∫tM	«œ Ï lÐUð f(x) UÐ dÐ«dÐ   RtŽuL−	 tÝ tÐ ¨d¹“  —u0ÅtÐ lÐUð s¹« tM	«œ ÆXÝ« Ï«bł 

ÆXÝ« Ábý rO-Ið r¼ “«

0−1 1

−1< x <1

x > 1x < 1

∫XÝ« Ábý n¹dFð d¹“  —u0Å tÐ È«ÅtDÐU{ ¨tŽuL−	 d¼ ÈË—

  

f(x) =
2x         x > 1

2           −1 ≤ x ≤ 1

−2x       x < 1







 X;UŠÅs¹« —œf(x)ÆrO¹uÖÅv	 È«ÅtDÐU{ tÝ vFÐUð «— 

 ‰U¦�±¥∫ÆbOM� rÝ— «— q³? ‰U¦	 È«ÅtDÐU{ tÝ lÐUð —«œuL� 

ÁœËb×	 —œ «— tDÐU{ d¼ —«œuL� b¹UÐ lÐUð s¹« —«œuL� rÝ— È«dÐÏsOL¼ tÐ ÆrOM� rÝ— ‘—U³²Ž« 

 ̈ —uEM	  f(x) = 2x È«dÐ «—   x > 1 ̈  f(x) = 2 È«dÐ «—   −1 ≤ x ≤ 1 Ë   f(x) = −2x È«dÐ «—   x < − 1

∫rOM�Åv	 rÝ—

  
f(x) = 2  ;  

 x −1 1 

 y 2 2    
f(x) = 2x  ;  

 x 1 2  

 y 2 4  

  
f(x) = −2x  ;  

 x −1 −2  

 y 2  4  

O
x

y

1 2−1−2

1

2

3

4



ÅÅÅÅ¥∏

∫tłuðÁœËb×� —œ t8 v¹U¼ÅXLR1 ¨—«œuL3 d¼ ÈË— Ë r¹œd8 rÝ— «— lÐUð “« tDÐU{ d¼ —«œuL3 

tÝ lÐUð s¹« —«œuL3 ÈË— tDI3 d¼ ÷dŽ t8 rOM8Åv� tEŠö� Ær¹œd8 @3—dÄ «— XÝ« tDÐU{ Ê¬ —U³²Ž«

 UÐ dÐ«dÐ U¹ d²Ö—eÐ Á—«uL¼ ¨È«ÅtDÐU{≤ÆXÝ« 

 ‰U¦�±µ∫ lÐUð —«œuL3 
  
f(x) = 2x −1ÆbOM8 rÝ— «— 

 dÖ« t8 rO3«œÅv�  2x −1 ≥ 0 ÁUÖÅÊ¬ 
  f(x) = 2x −1 t8 v²IUŠ —œ Ë   2x −1 < 0∫Xý«œ rO¼«uš 

  f(x) = −(2x −1)r?Ý— «— Ê¬ f?á?Ý ¨r?O?R¹u3Åv� tDÐU{ bMÇ  —u'ÅtÐ «— lÐUð s¹« «b²Ð« t−O²3 —œ ¨

ÆrOM8Åv�

f(x) =
2x −1 2x −1 ≥ 0

−2x +1 2x −1 < 0





  =
2x −1 x ≥

1

2

−2x +1 x <
1

2









  

f(x) = 2x −1       x
1

2
2

 y 0 3

     (x ≥
1

2
)

  

f(x) = −2x +1       x
1

2
−1

 y 0 3

     (x <
1

2
)

x

y

1− 2

3

1
2

 ‰U¦�±∂∫ lÐUð f(x) = −x2 +1

1−2x

x ≥ 0

x < 0





Æb¹dO~Ð dE3—œ «— 

 q'UŠ  f(x2 +1) ¨  f(− 2) Ë f(− 1

2
x2 −1)Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∫qŠ Á—«uL¼ ÊuÇ   x2 +1 > 0tDÐU{ “« s¹«dÐUMÐ ̈Ït³ÝU×� È«dÐ ‰Ë« Ï   f(x2 +1)∫rOM8Åv� ÁœUH²Ý« 

  f(x
2 +1) = −(x

2 +1)
2 +1= −(x

4 +2x
2 +1) +1= −x

4 −2x
2



ÅÅÅÅ¥π

 ÊuÇ  − 2 < 0t³ÝU×� È«dÐ s¹«dÐUMÐ ¨Ï   f(− 2)tDÐU{ “« Ï∫rOM8Åv� ÁœUH²Ý« ÂËœ 

f(− 2) =1−2(− 2) =1+2 2

 ÊuÇ

  
− 1

2
x2 ≤0 s?¹«dÐUMÐ 

  
− 1

2
x2 −1 < 0t?³ÝU×� È«dÐ t−O²3—œ ÆÏ 

  
f(− 1

2
x2 −1)tDÐU{ “« Ï

∫rOM8Åv� ÁœUH²Ý« ÂËœ

  
f(− 1

2
x2 −1) =1−2(− 1

2
x2 −1) =1+ x2 +2 = x2 + 3

 ‰U¦�±∑∫ lÐUð 

  

f(x) =
x2 −1      x ≥ 0

x −1       x < 0






ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 ‡‡ nI«  f(−1) Ë   f(0) Ë 

  
f(

1

2
) Ë   f(1) Ë   f(2)ÆbO¹UL3 t³ÝU×� «— 

ÆbOM8 rÝ— «— lÐUð —«œuL3 ‡‡ »

∫qŠ ∫r¹—«œ  f(−1) = −1−1= −2

  f(0) = (0)2 −1= −1

f(
1

2
) = (

1

2
)2 −1= 1

4
−1= − 3

4

  f(1) = (1)2 −1=1−1=0

  f(2) = 2
2 −1= 4−1= 3

    

x L −1 0
1

2
1 2

y −2 −1 − 3

4
0 3

 lÐUð —«œuL3ft?IœUF� tÐ vLNÝ “« v²LR1 ‘«ÅtM�«œ tÐ tłuð UÐ Ï 
  
y = x2 −1t?Ð jš “« v²LR1 Ë 

tIœUF�Ï 
  
y = x −1ÆXÝ« 

s¹dLð

± lÐUð dÖ« ‡‡

  

y = f(x) = 3

2x2 +1
 tM�«œ UÐ   R∫bOM8 q�U8 «— d¹“ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐ ¨býUÐ 

    f(2x) =L        ¨f(
1

2
) =L        ¨    f( 2) =L        ¨    f(0) =L

−1

−1

−2

−
3

4

1

2

1 2

O

3

y

x



ÅÅÅÅµ∞

≤ lÐUð dÖ« ‡‡  f(x) = x2 − 4 tM�«œ UÐ   RÆbOM8 »URŠ «— d¹“ d¹œUI� ¨býUÐ 

  
f f(3)( ) ¨  f(5) ¨  f(3)

≥ lÐUð ‡‡f  —u'ÅtÐ 

  

f(x) = 2 + x    x ≥ 1

f(x) = 2 − x    x < 1






ÆbOM8 q�U8 «— d¹“ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐ ÆXÝ« Ábý n¹dFð 

    f(− 2) =L ¨    f(3 − 2) =L ¨    f( 2 −1) =L

    f f(−1)( ) =L ¨    f(0) =L

¥ÆbM8Åv� hXA� «— lÐUð p¹ d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−� “« p¹ÅÂ«b8 ‡‡

  
( −1
3 ,4)} Ë 

  
(2, 3) Ë 

  
(0,1) Ë 

  
(−1,0){ ®Å±

  
(−1,2){ } ®Å≤

  
(2,−2)} Ë 

  
(−1,0) Ë 

  
(3,2) Ë 

  
(2,1) Ë 

  
(0,0){ ®Å≥

  
(−2,5)} Ë 

  
(−1,−1) Ë 

  
(2, 3) Ë 

  
(1,1){ ®Å¥Å

µtIœUF� ‡‡ Ï —u×� t8 bOM8 hXA� «— vDš x ‰uÞ tÐ È«ÅtDI3 —œ «— U¼

  
− 3

2
tDI3 “« Ë bM8 lD1 Ï

  
(1,5)Æœ—c~Ð 

∂ lÐUð dÖ« ‡‡Åf(x) = x2 + 1

x2
 tM�«œ UÐ   R − 0{ }∫bO¹UL3 t³ÝU×� «— d¹“ d¹œUI� býUÐ 

f( x ) Ë 

  
f(
−1

x
) Ë 

  
f(

1

x
) Ë   f(−1) Ë   f(1)

∑ dÖ« ‡‡f(x) = x −1

x +1
 ¨

  
f(− 1

x
) ÈËURð v²Ý—œ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— f(x)× f(

−1

x
) = −1«— 

 ÆbO¹UL3 vÝ—dÐ
  
(x ≠ ± 1 ,0)

∏ dÖ« ‡‡   f(x) = ax2 + bx + c ¨a Ë b Ë c —u?×?� vLNÝ s¹« t8 bOÐUOÐ È—uÞ «— y—œ «— U¼

 ÷dŽÅtÐ È«ÅtDI3≥ —u×� Ë x ‰uÞ tÐ È«ÅtDI3 —œ «— U¼±tDI3 “« Ë bM8 lD1 Ï 
  
A(2, 3)Æœ—c~Ð eO3 

π lÐUð ‡‡

  

f(x) = 4− x2       x < 0

x + 4        x ≥ 0





Æb¹dO~Ð dE3—œ «— 

‡‡ nI«   f(−2) Ë   f(−1) Ë   f(0) Ë   f(1) Ë   f(2)ÆbO¹UL3 Vðd� ‰Ëb‡ł p¹ —œ Ë b‡OM8 t³ÝU‡×� «— 

ÆbOM8 rÝ— «— lÐUð —«œuL3 ‡‡ »

±∞ lÐUð Ëœ ‡‡
  
y = x2 + ax − 3b Ë y = −x + b tM�«œ UÐ   R ¨b3«ÅÁbý Áœ«œ a Ë bÈ—uÞ «— 



ÅÅÅÅµ±

 —u×	 ÈË— lÐUð Ëœ s¹« ÈU¼—«œuL� t� bOM� t³ÝU×	x ‰uÞÅtÐ È«ÅtDI� —œ U¼±ÆbMM� lD? «— d~¹bL¼ 

±±ÆbOM� rÝ— «— d¹“ lÐ«uð —«œuL� ‡‡

   

  

f(x) = −x2 +2x     x < 2

2x −1          x ≥ 2





 ®Å» 

  

f(x) = x2 −4        x < 2

x + 3         x ≥ 2





 ®Ån;«

 Å              

  

f(x) = −3
1

3
x +6 ®œ

  

f(x) =
x2 +1         x > 0

1         x ≤ 0





 ®Ã

tM�«œ t³ÝU×� ‘Ë—ÏU¼ÅtDÐU{ n¹dFð 

tM	«œ  U?Ë« v¼UÖ vIOIŠ d¹œUI	 UÐ vIOIŠ lÐ«uð —œÏtz«—« lÐUð tDÐU{ jIN Ë œuýÅvL� Áœ«œ lÐUð 

tM	«œ œ«œ—«d? o³Þ  —u0Ås¹« —œ ÆœuýÅv	ÏtŽuL−	 lÐUð ÏtL¼ ÏtDÐU{ U¼ÅÊ¬ È«dÐ t� XÝ« vIOIŠ œ«bŽ« 

ÆbýUÐ Ábý n¹dFð

 ‰U¦�±∫ lÐUð   f(x) = x2 + 3tM	«œ ¨XÝ« Ábý Áœ«œ ÏÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐUð 

∫qŠ  vIOIŠ œbŽ d¼ t� XÝ« ÊUMÇ ôUÐ lÐUðx Ê«uðÅtÐ «— ≤ Ë b�UÝ—Åv	 ≥Ë b¹«eN«Åv	 Ê¬ tÐ «— 

 sOF	 œbŽ  x2 + 3ö¦	 Æb¼œÅv	 «— Î È«dÐ   x = 2 ̈  (2)2 + 3 = 7 È«dÐ Ë   x = −3 ̈  (−3)2 + 3 =12¨

tL¼ È«dÐ lÐUð s¹« fÄÏ vIOIŠ œ«bŽ« x s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ábý n¹dFð   
Df = RÆ

 ‰U¦�≤∫ lÐUð   f(x) = x3 −2x − 5tM	«œ ¨XÝ« Ábý Áœ«œ ÏÆbOM� sOF	 «— Ê¬ 

∫qŠ  vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ ÊuÇ
  
x

0
¨

    
f(x

0
) = x

0

3 −2x
0
− 5 ∈ R

tL¼ È«dÐ eO� lÐUð s¹« fÄÏ d¹œUI	 
  
x

0
tŽuL−	 tÐ oKF²	 ̈Ï∫vMF¹ XÝ« Ábý n¹dFð ̈ vIOIŠ œ«bŽ« 

  
Df = RÆ

tM	«œ vK�ÅÅ—uÞÅtÐÏ —u0ÅtÐ t� È«ÅtKLłbMÇ ÈU¼ÅlÐUð 
    f(x) = a n x n + a n−1 x n−1 +L+ a 0

 U¹    f(x) = axn + bxn−1 + cxn−2 +L+ l  ,  n ∈ Wt?Žu?L−	 ¨œuýÅv	 Áœ«œ g¹UL� Ïv?IOIŠ œ«bŽ« 

 ∫vMF¹ ÆXÝ«  
Df = RtL¼ È«dÐ U¼ÅÈ«ÅtKLł bMÇ —œ «d¹“ Ï d¹œUI	 x tÐ oKF²	   R ¨f(x)t³ÝU×	 qÐU? 

ÆXÝ«

 ‰U¦�≥∫tM	«œ Ï lÐUð 

  

f(x) = 2

x2 −1
ÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ  dÖ« t� rO�«œÅv	  x
2 −1 ÁUÖd¼ Ë XÝ« ÁbA� n¹dFð ôUÐ d-� býUÐ dH0   x

2 −1býUÐ dH0U� 

f(x)∫r¹—«œ U	« ÆXÝ« Ábý n¹dFð 

  
x2 −1 ≠ 0 ⇒ x2 ≠ 1 ⇒ x ≠ ± 1



ÅÅÅÅµ≤

 ‰U¦�∑∫ lÐUð     f:x a 1− x2
 È«dÐ   1− x2 ≥ 0∫s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ábý n¹dFð 

Df = {x ∈ R  1− x2 ≥ 0}

∫‰Ëbł tÐ tłuð UÐ t8

              

  

x −∞ − 1 1 +∞

1− x 2 − 0 + 0 −

∫Xý«œ rO¼«uš
  
Df = −1,1[ ]

tL¼ È«dÐ lÐUð s¹« fÄÏ vIOIŠ œ«bŽ« x eł   x =1 Ë   x = −1tM�«œ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« Ábý n¹dFð Ï

∫XÝ« d¹“  —u'ÅtÐ lÐUð

Df = (−∞ ,−1)U(−1,1)U(1,+∞ )    U¹   
    
Df = R −{−1,1}

O
x′x

+∞2

O
x′x

1−1

 ‰U¦�¥∫tM�«œ Ï lÐUð 

  

f(x) = x −1

x2 +1
ÆbOM8 hXA� «— 

∫qŠ  ÊuÇ  x2 +1tL¼ È«dÐ ôUÐ dR8 fÄ œuýÅvL3 dH' ÁUÖÅêO¼ Ï d¹œUI� x¨XÝ« Ábý n¹dFð 

tM�«œ s¹«dÐUMÐÏ lÐUð   R ÆXÝ«

  —u??'Åt??Ð Èd??R??8 l??Ð«u??ð —œ v??K??8ÅÅ—u??ÞÅt?Ðy = f(x) = p(x)
q(x)

 Ê¬ —œ t??8 p(x) Ë q(x)Ëœ 

t?Žu?L?−� ¨tM�«œ ©U¹uÖ ÈdR8 lÐ«uð® bM²R¼ È«ÅtKLłbMÇÏt?L¼ Ï ÈU?¼Åt?A¹— “« dOžÅÅtÐ vIOIŠ œ«bŽ« q(x)

∫vMF¹ XÝ«

    
Df = {x ∈ R  q(x) ≠0}

 ‰U¦�µ∫tM�«œ Ï lÐUð f(x) = x −1

x2 −2x − 3
∫“« XÝ«  —U³Ž 

Df = {x ∈ R  x2 −2x − 3 ≠0}= R −{3,−1}

 ‰U¦�∂∫ lÐUð   f(x) = x −2t?L¼ È«dÐ Ï vIOIŠ œ«bŽ« x t8ÅÈ—uÞÅtÐ   x −2 ≥ 0Áb?ý n¹dFð 

 È«dÐ vIË XÝ«  x −2 < 0∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« ÁbA3 n¹dFð 

    
Df = {x ∈ R  x −2 ≥ 0}= {x ∈ R  x ≥ 2}= 2,+∞[ )

O
x′x

1 +∞−1



ÅÅÅÅµ≥

 ‰U?¦�∏∫ l?ÐUð 
  
g(x) = 2x2 −1

3

t?L¼ È«dÐ Ï v?I?OIŠ œ«bŽ« xt?łd?N «d?¹“ ÆXÝ« Ábý n¹dFð Ï

 fÄ ¨XÝ« È«ÅtKLłbMÇ ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž Ë XÝ« œdN ‰UJ¹œ«—

  
Dg = RÆ

 ‰U¦�π∫ lÐUð 

  

h(x) = 1

x +1
 “« Èd¹œUI	 È«dÐ x t�   x +1¨býUÐ dH0 UÐ n;U\	 Ë sOF	 

ÆXÝ« Ábý n¹dFð

 vMF¹ ̈ býUÐ dH0 UÐ n;U\	 b¹UÐ d-� Ãd\	 ·dÞ p¹ “« ̈ fÄ  x +1 ≠ 0 U¹   x ≠ − 1¨·dÞÅ“« Ë 

tłdN tÐ tłuð UÐ ¨‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž d~¹œÏ vMF¹ ¨býUÐ vHM	U� b¹UÐ ¨Ê¬ ÃË“   x +1 > 0∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ Æ

    
Dh = {x ∈ R  x +1 > 0} = (−1,+∞ )

ÁbA� n¹dFð

O
x′x

−1 +∞

tM	«œ vK� —uÞÅtÐÏ  —u0ÅtÐ @MÖ lÐ«uð 
  
f(x) = p(x)2k

 Ë 
  
g(x) = p(x)2k+1

∫“« b�«Å —U³Ž 

    
Df = {x ∈ R x ∈ Dp ,p(x) ≥ 0}   Dg = Dp

 ‰U¦�±∞∫tM	«œ Ï lÐUð 

  

f(x) = 2− x
2+ x

∫“« XÝ«  —U³Ž 

  2+ x ≠ 0} Ë 

    
Df = {x ∈ R  

2− x
2+ x

≥ 0

  2− x =0⇒ x = 2  

  2+ x =0⇒ x = −2

∫fÄ
  
Df = −2,2( ]

 ‰U?¦�±±∫tM	«œ Ï ÈU?¼ÅlÐUð   f(x) = 2− x − x2
 Ë 

  

g(x) = 3

x −1

3
X?ÝœÅtÐ d¹“  —u0ÅtÐ 

∫b¹¬Åv	

  2− x − x2 ≥ 0⇒ (2+ x)(1− x) ≥ 0

∫fÄ

  D f = −2,1[ ]
∫VOðdð sOL¼ tÐ Ë

    
Dg = {x ∈ R x −1 ≠ 0} = R −{1}

x − ∞
2  x

x

− + −

+2

+∞
−

−2 2

x − ∞
2  2  x − + −

+∞
− x−

−2 1



ÅÅÅÅµ¥

 ‰U¦�±≤∫tM�«œ Ï ÈU¼ÅlÐUð f(x) = log
3
(x −1) Ë g(x) = log

x +1

1− x
sOF�  —u'Ås¹« tÐ «— 

∫rOM8Åv�

tM�«œ ¨r²¹—U~I n¹dFð dÐUMÐÏ lÐUð f “« Èd¹œUI� x U¼ÅÊ¬ È«dÐ t8 XÝ«   x −1 > 0 U¹   x > 1Æ

∫fÄDf = {x ∈ R x −1 > 0}= (1,+∞ )

tM�«œ ËÏ lÐUð g “« Èd¹œUI� x t8 XÝ« 

  

x +1

1− x
> 0∫s¹«dÐUMÐ Æ

  
1− x ≠0}= (−1,1) Ë Dg = {x ∈ R

x +1

1− x
> 0

 ‰U¦�±≥∫tM�«œ Ï lÐ«uð f(x) = sin x Ë g(x) = cosx Ë h(x) = tan x Ë p(x) = cot x«— 

ÆbOM8 sOOFð

∫qŠtM�«œ Ï ÈU¼ÅlÐUð f Ë gtŽuL−� Ï vIOIŠ œ«bŽ«   R vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ «d¹“ ¨XÝ«xd¹œUI� 

f Ë gÆXÝ« sOF� 

tM�«œÏ lÐUð h∫XÝ« d¹“  —u'ÅtÐ 

Dh = {x ∈ R x ≠ kπ +
π
2

}

 ∫r¹—«œ «d¹“h(x) = tan x =
sin x
cosx

 rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ ÊuÇ Ë   cosx ≠0 fÄ x ≠ kπ + π
2

ÂU−3«dÝ ̈

t?M?�«œÏ l?ÐU?ð p  —u??'Åt?Ð 
  
Dp = {x ∈ R x ≠ kπ } ∫r?¹—«œ «d?¹“ X?Ý« p(x) = cosx

sin x
b?¹U?Ð Êu?Ç Ë 

  sin x ≠0 fÄ ¨býUÐ x ≠ kπÆ

 ‰U¦�±¥∫tM�«œ Ï lÐUð f(x) = sin x Ë 
  
g(x) = tan2xÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“  —u'ÅtÐ 

    
Df = {x x ∈ R}= 0,+∞[ )

Dg = {x ∈ R2x ≠ kπ +
π
2

}= {x ∈ R x ≠
kπ
2
+
π
4

}

s¹dLð

±tM�«œ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL3 Á“UÐ  —u'ÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ Ë Áœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ lÐ«uð “« p¹Åd¼ 

  

h(x) = 1

x2 − 3x − 4
  
g(x) = x(x +2)(x −1)  f(x) = 2x2 − 3x

  

h(x) = 2x + 5

x2 −2x  

g(x) = 2

x +2
f(x) = 1

x
+ 2

x −1



ÅÅÅÅµµ

  

h(x) = 2x

x +1
3

  

g(x) = 2

x +1

3

  

f(x) = 2− x
1− x

h(x) = log(2− x)2g(x) = log(4− x
2
)  

f(x) = log(x2 −1)

h(x) = x2 −9

x − 3
g(x) = x

x
f(x) = x2 + x −2

  f(x) = x x − 3

≤tM�«œ ‡‡Ï∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ vðU¦K¦� lÐ«uð 

k(x) = tan(x −
π
4

)  ¨g(x) = cos
1

x
 ¨f(x) = sin(x + π

4
)

≥tM�«œ ‡‡ÏÆbOR¹uMÐ Á“UÐ  —u'ÅtÐ «— ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅlÐUð 

  
f(x) =

x +1 ,  x ≥ 2

3x    ,  x < 0





     h(x) =
x          ,  − 3 < x ≤2

3x − 4  ,  2 < x ≤ 4





lÐ«uð ÈË—  UOKLŽ

±vIOIŠ lÐUð Ëœ XL;< Ã—Uš Ë »d{Åq@UŠ ¨q{UHð ¨ŸuL−� ‡‡

 v?I?O?I?Š lÐ«uð  f(x) = x2 −1 Ë 
  
g(x) = 2x Ë   h(x) = x2 +2x −1Ær?¹d?O?ÖÅv?� dE3 —œ «— 

 d¹œUI�  f(2) Ë   f(−1) Ë 
  
g(2) Ë 

  
g(−1) Ë   h(2) Ë   h(−1) Ë 

  
+g(2)  f(2) Ë 

  
f(−1) + g(−1)«— 

ÆrO¼œÅv� qOJAð «— d¹“ ‰Ëbł Ë rOM8Åv� t³ÝU×�

       

  

x −1 2

f(x) (−1)2 −1=0 (2)2 −1= 3

g(x) 2(−1) = −2 2(2) = 4

f(x) + g(x) 0−2 = −2 3 + 4 = 7

h(x) (−1)2 +2(−1) −1= −2 (2)2 +2(2) −1= 7

∫œuýÅv� Áb¹œ t8 È—uÞÅtÐ

  
f(−1) =0,g(−1) = −2, f(−1) + g(−1) =0+ (−2) = −2, h(−1) = −2

f(2) = 3, g(2) = 4  ,  f(2) + g(2) = 3 + 4 = 7    ,        h(2) = 7

 l????ÐU????ð Ëœ s???O???M???ÇÅr???¼  f(x) = 2x + 3 Ë g(x) = 1

2
x −1f????á????Ý t????²???(d???Ö d???E???3 —œ «— 

h(x) = f(x) + g(x)t×H' ‰Ëbł Ë t³ÝU×� «— Ï∫rOM8Åv� q�U8 «— bFÐ 

∫r¹—«œ

  

h(x) = 2x + 3 + 1

2
x −1= 5

2
x +2



ÅÅÅÅµ∂

          

  

x 2 4 6
f(x) 4+ 3 = 7 8 + 3 =11 12+ 3 =15

g(x) 1−1=0 2−1=1 3 −1= 2

f(x) + g(x) 7 +0= 7 11+1=12 15 +2 =17

h(x) =
5

2
x +2 5 +2 = 7 10+2 =12 15 +2 =17

 ∫œu?ýÅv?� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐ  f(2) = 7 Ë 
  
g(2) =0 Ë 

  
f(2) + g(2) = 7 Ë   h(2) = 7ÆXÝ« 

 d¹œUI� t� œuýÅv� Áb¼UA� q³! ÈU¼Å‰Ëbł —œf(x) + g(x) Ë h(x) È«dÐ xd~¹bJ¹ UÐ dE'œ—u� ÈU¼

 b?¹b?ł lÐUð n¹dFð tÐ «— U� VKD� s¹« Æb'dÐ«dÐh = f + g l?ÐUð Ëœ ŸuL−� t� ¨f(x) Ë g(x)¨býUÐÅv� 

∫vMF¹ œ“UÝÅv� ÊuLM¼—

y = h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x)

 ÈU¼ÅlÐUð —«œuL' d¹“ qJý —œf Ë g Ë htL¼ È«dÐ t� œuýÅv� tEŠö� Ær¹«ÅÁœd� rÝ— «— ôUÐ ‰U¦� Ï

xÆXÝ« —UÖ“UÝ ‰Ëbł —œ Áb�¬ XÝœÅtÐ œ«bŽ« UÐ —«œuL' ÈË— dÐ Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼ÅÁ“«b'« dE'œ—u� ÈU¼

7

11
12

15

4 6

f (
x)
=

2 x
+3

g( x) =
1

2
x −

1

h(
x)
=

5

2
x
+2

y

x
O

s¹dLð

 l?Ð«u?ð “« p¹ d¼ —«bI�f(x)=x Ë 
  
g(x) = x2 −1 Ë   h(x) = x(x2 −1) È«dÐ «—   x = −1Ë 

  x =0 Ë   x =1 È«dÐ Áb�¬ XÝœÅtÐ d¹œUI� vAËbł qOJAð UÐ Ë bOM� t³ÝU×� f(x)× g(x) UÐ «— h(x)

øb¹dO~Ð t−O²' lÐUð Ëœ »d{ÅqHUŠ È«dÐ vH¹dFð bO'«uðÅv� Ê¬ ÈË— “« U¹¬ ÆbO¹UL' tJ¹UI�



ÅÅÅÅµ∑

v?I?O?I?Š Èœb?Ž ¨t?M?�«œ “« —«b?I?� d?¼ È«dÐ lÐUð —«bI� vIOIŠ lÐ«uð —œ ¨r¹«ÅÁb¹œ t� —uÞÅÊUL¼

œuýÅv� n¹dFð rOJIð Ë »d{ ̈ o¹dHð ̈ lLł qLŽ —UNÇ ̈ vIOIŠ œ«bŽ« —œ t� t'uÖÅÊUL¼ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ«

Æœd� n¹dFð XLJ!ÅÃ—Uš Ë »d{ÅqHUŠ ¨q{UHð ¨ŸuL−� Ê«uðÅv� eO' lÐ«uð È«dÐ

∫n¹dFð vIOIŠ lÐUð Ëœ f Ë gtM�«œ vMF¹ ¨rOM�Åv� ÊUJJ¹ «— U¼ÅÊ¬ tM�«œ Ë r¹dOÖÅv� dE' —œ «— 

 tŽuL−� «— U¼ÅÊ¬
  
D = Df IDg bOM� ÷dS ÆrO¼œÅv� —«d! x tÐ oKF²� D∫ —uH s¹« —œ ¨býUÐ 

 lÐUð Ëœ ŸuL−� ‡‡ nA«f Ë g œUL' UÐ «— f + g∫rOM�Åv� n¹dFð sOMÇ «—ÅÊ¬ Ë rO¼œÅv� ÊUA' 

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

 lÐUð Ëœ q{UHð ‡‡ »f Ë g œUL' UÐ «— f − g∫rOM�Åv� n¹dFð sOMÇ «— Ê¬ Ë rO¼œÅv� ÊUA' 

(f − g)(x) = f(x) − g(x)

 œUL' UÐ «— lÐUð Ëœ »d{ÅqHUŠ ‡‡ Ãf.g∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“  —uHÅtÐ Ë rO¼œÅv� ÊUA' 

(f.g)(x) = f(x)× g(x)

 lÐUð Ëœ rOJIð ‡‡ œf Ë g œUL' UÐ «— 

f
g

∫rOM�Åv� n¹dFð sOMÇ «—ÅÊ¬ Ë rO¼œÅv� ÊUA' 

(
f
g )(x) = f(x)

g(x)   , g(x) ≠0

t?M�«œÏt?L¼ Ï ôU?Ð —œ Áb?ý n?¹dFð lÐ«uð 
  
Df IDg X?AU?Š —œ d~� XÝ« ®ÈU?¼Å»«u?ł b¹UÐ t� ©œ

  
g(x) =0tM�«œ “« «— ÏÆœd� ·cŠ „d²A� 

 ‰U¦±∫ dÖ«   f(x) = x2 + x Ë 
  
g(x) = x2 −1∫r¹—«œ 

  
Dg = R ¨  Df = R

»d{ÅqHUŠ Ë q{UHð ¨ŸuL−� È«dÐ    D = RIR   ⇒   D = R

  
(f + g)(x) = f(x) + g(x) = x2 + x + x2 −1= 2x2 + x −1

  
(f − g)(x) = f(x) − g(x) = x2 + x − x2 +1= x +1

  
(f.g)(x) = f(x).g(x) = (x2 + x)(x2 −1) = x4 + x3 − x2 − x

 È«dÐ Ë
f
g

∫

D = R − x g(x) =0{ } = R − x x2 −1=0{ } = R − −1,+1{ }

  

(
f
g )(x) = f(x)

y(x) =
x

2 + x

x
2 −1

= x
x −1



ÅÅÅÅµ∏

∫fÄ
  
(f + g)(−2) = 2(−2)2 + (−2) −1= 5

(f − g)(−2) = −2+1= −1

  

(
f
g

)(3) = 3

3 −1
= 3

2

(f.g)(1) =1+1−1−1=0

f
g

 —œ   x =1 s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« ÁbA' n¹dFð ®Å± ©®

f
g

©Æœ«œ qOJAð Ê«uðÅvL' «— 

 ‰U¦≤∫ dÖ«   f(x) = 2x + 4 Ë 
  
g(x) = x2 − 3∫r¹—«œ lÐUð Ëœ »d{ Ë o¹dHð ¨lLł È«dÐ ¨

    
Df = R  ,  Dg = R  ,  D = Df IDg = RI R = R

  
(f + g)(x) = f(x) + g(x) = 2x + 4+ x2 − 3 = x2 +2x +1= (x +1)2

(f − g)(x) = f(x) − g(x) = 2x + 4− x 2 + 3 = −x 2 +2x + 7

  
(f.g)(x) = f(x)g(x) = (2x + 4)(x2 − 3) = 2x3 −6x + 4x2 −12

                                                                   = 2x 3 + 4x 2 −6x −12

∫lÐUð Ëœ rOJIð È«dÐ ËD = R − x g(x) =0{ } = R − x x2 − 3 =0{ }
∫fÄD = R − − 3,+ 3{ }

  

(
f
g

)(x) = f(x)
g(x)

= 2x + 4

x2 − 3

 ‰U¦≥∫ dÖ« f(x) = 1

x
 Ë g(x) = x +1

x −1
 ÈU¼ÅlÐUð Êu'U! Ë tM�«œ býUÐ f − g Ë 

f
g

sOMÇ «— 

∫rOM�Åv� »UJŠ
    
Df = R − 0{ }   ,   Dg = R − 1{ }

∫r¹—«œ      
Df−g = (R − 0{ })I(R − 1{ }) = R − 0 ,  1{ }

(f − g)(x) = f(x) − g(x) = 1

x
− x +1

x −1
= x −1− x2 − x

x(x −1)
= −x2 −1

x(x −1)

    

Df /g = Df IDg − x g(x) =0{ } = Df IDg − x
x +1

x −1
=0













Df /g = R − 0,1,−1{ }

  

(
f
g )(x) = f(x)

g(x) =
1

x ÷ x +1

x −1
= x −1

x(x +1)



ÅÅÅÅµπ

 ‰U¦¥∫ dÖ«   P(x) = x +1 Ë   h(x) = x −1∫r¹—«œ býUÐ 

    
DP = R  ,  Dh = x x −1 ≥ 0{ } = 1,+∞[ )
Dp.h = RI 1,+∞[ ) = 1,+∞[ ) (p.h)(x) = (x +1) x −1

Dp/h = 1,+∞[ ) − x x −1 =0{ } = (1,+∞ )

  

(
P
h

)(x) = x +1

x −1

 ‰U¦µ∫ t�Åvð—uH —œ   f(x) = 3x −1 Ë 

  

g(x) = x +1

3x −1
∫r¹—«œ ¨

      
Df = R   ,   Dg = R − { 1

3
}   ⇒   Df IDg = R − { 1

3
}

(f ± g)(x) = f(x) ± g(x) = 3x −1 ± x +1

3x −1
=

9x2 − 5x +2

3x −1
= (f + g)(x)

9x2 − 7x
3x −1

= (f − g)(x)










  

(f.g)(x) = (3x −1)
x +1

3x −1





 = x +1

Df /g = R − { 1

3
} − x{ g(x) =0} = R − { 1

3
,−1}

  

(
f
g ).(x) = (3x −1) ÷ (

x +1

3x −1
) = (3x −1)

2

x +1

≤vIOIŠ lÐUð Ëœ VO�dð ‡‡

U?¹ t?MÝdÖ dÖ« Æb¼œÅv� ÂU−'« «— ÊbÐ ÊË—œ jO×� rOEMð t� XÝ« eG� “« vAcÐ ”u�ôUðuáO¼

¨œuýÅv� ÂU−'« ”u�ôUðuáO¼ v¼b'U�dS UÐ v~L¼ ̈ bÐU¹Åv� g¼U� U¹ g¹«eS« ÊUL'bÐ ÈU�œ U¹ r¹uýÅv� tMAð

Ë v?D?O?×� q�«uŽ “« dOŁQð UÐ ”u�ôUðuáO¼ ‰U¦� È«dÐ

Áb?M?M�œ«“¬ Êu�—u¼ò ÂU'ÅtÐ vAuJK� ¨ÊbÐ ÊË—œ j¹«dý

“« fÄ ÆbM�Åv� ̀ ýdð Êuš ÊË—œ tÐ «— åbý— Êu�—u¼

Áb?ž tÐ ‰uJK� s¹« ÊbOÝ—Ïs?¹d¹“ `DÝ dÐ t� eOSuáO¼ 

Êu�—u¼ È“UÝœ«“¬ tÐ eOSuáO¼ Ábž ̈ XÝ« ÁbO³JÇ eG�

tÐ Êuš Á«— “« bý— Êu�—u¼ Æœ“«œdÄÅv� Êuš —œ bý—

œ—«cÖÅv� dŁ« Ê¬ ÈU¼Å‰uKÝ dÐ Ë bÝ—Åv� Ê«uc²Ý« XSUÐ

ÆœuýÅv� Ê«uc²Ý« bý— YŽUÐ Ë

”uôUðuáO¼

eO$uáO¼



ÅÅÅÅ∂∞

bý— Êu�—u¼ Ë åbý— Êu�—u¼ò “« vFÐUð Ê«uc²Ý« bý— s¹«dÐUMÐ

Ê«uc²Ý« bý— t−O²'—œ ̈ XÝ« åbý— Êu�—u¼ ÁbMM�œ«“¬ Êu�—u¼ò “« vFÐUð

sOýU� p¹ Ê«uMŽÅtÐ «— lÐUð tÇÅÊUMÇ Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ lÐUð Ëœ s¹« VO�dð “«

Ë—Åt?ÐË—  —u?HÅtÐ Ê«uðÅv� «— eOSuáO¼ Ë ”u�ôUðuáO¼ —U� r¹dO~Ð dE'—œ

∫œ«œ ÊUA'

”u�ôUðuáO¼

ÁbMM�Åœ«“¬ Êu�—u¼

eOSuáO¼

x

f ( x)

f

g(f (x))

g

bý— Êu�—u¼

ÊË—œ j?¹«d?ý Ë vDO×� q�«uŽ dÐ ”u�ôUðuáO¼ qLŽ dÖ« ÊuM�«

 UÐ «— ÊbÐfÁbž qLŽ Ë Ï UÐ «— eOSuáO¼ g lÐUð Ëœ VO�dð ¨rO¼œ g¹UL' f Ë g

∫Xý«œ rO¼«uš Ë—ÅtÐË—  —uHÅtÐ «—

vDO×� q�«uŽ



ÅÅÅÅ∂±

∫bOM� tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ lÐUð Ëœ VO�dð n¹dFð “« gOÄ

 ‰U¦±∫ dÖ«   f(x) = x2 −2x Ë 
  
g(x) = 2x +1 d¹œUI� rO¼«ušÅv� ̈

  
g(0) Ë 

  

g(
1

2
) Ë 

  
g(2x)

 fáÝ Ë  f(1) Ë   f(2) Ë   f(2x +1) Ë   f(4x +1)ÆrOM� t³ÝU×� «— 

∫r¹—«œ
  
Df = R  ,  Dg = R

  
g(0) = 2(0) +1=1   ,   g(

1

2
) = 2(

1

2
) +1=1+1= 2

g(2x) = 2(2x) +1= 4x +1

  f(1) = (1)2 −2(1) =1−2 = −1   f(2) = (2)2 −2(2) = 4− 4 =0

  f(2x +1) = (2x +1)2 −2(2x +1) = 4x2 −1

  f(4x +1) = (4x +1)2 −2(4x +1) =16x2 + 8x +1− 8x −2 =16x2 −1

 ‰U¦≤∫lÐ«uð 

    

h: 2,6[ ] → R

h(x) = 2

3
x −1






 ,  

g: 2,6[ ] → R

g(x) = 2x − 3





 ,  
f : 0,9[ ] → R

f(x) = 1

3
x







∫rO¼œÅv� qOJAð d¹“  —uHÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ ‰Ëbł Ë —«œuL' Ë r¹dOÖÅv� dE' —œ «—

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 91

3

5

3

g

h

f

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3

    

x 2x − 3
1

3
(2x − 3) = 2

3
x −1

2 1
1

3
h(2) = 1

3

3 3 1 h(3) =1

M M M M

6 9 3 h(6) = 3

g

h

f



ÅÅÅÅ∂≤

∫œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐ

x g → 2x − 3 = y f → f(y) = f(2x − 3) = 2

3
x −1= h(x)⇒ h(x) = f(g(x))

 v?MF¹h:x a
2

3
x −1 ÈË— d?Ð X?J?c?' t� XÝ« vFÐUð x l?ÐU?ð bM'U� g«— Ê¬ Ë b?M?�Åv?� qLŽ 

Åt?Ð
  
2x − 3 = g(x) d?Ð ÁU?~?'¬ ¨b?¹U?L?'Åv?� q¹b³ð 

  
g(x) = 2x − 3 l?ÐU?ð b?M'U� f«— Ê¬ Ë b?¹U?L?'Åv?� qLŽ 

ÅtÐ

  

1

3
(2x − 3)ÆbM�Åv� q¹b³ð 

 lÐUðh lÐUð Ëœ VO�dð b¹¬Åv� XÝœÅtÐ VOðdð s¹« tÐ t� «— f Ë gvK� n¹dFð ÊUOÐ tÐ pM¹« ÆbM�U'Åv� 

∫r¹“«œdÄÅv� d¹“

∫n¹dFð lÐUð Ëœ VO�dð g Ë f œUL' UÐ «— Ê¬ t� XÝ« vFÐUð fog« ·« bO'«ucÐ® rO¼œÅv� ÊUA' Ô©vł

  —uHÅtÐ Ë(fog)(x) = f(g(x)) U¹   fog:x a f(g(x))tM�«œ ̈ rOM�Åv� n¹dFð ÏtL¼ lÐUð s¹« ÏÈU¼œbŽ 

 vIOIŠx tÐ oKF²� Dg t� È—uÞÅtÐ XÝ« g(x) tÐ oKF²� Df∫vMF¹ býUÐ 

Dfog = {x ∈ Dg g(x) ∈ Df }

g
g(x)

f
f(g(x))x

f(g(x))=(fog)(x)

x

g

f

fog g(x)

f(g(x))

fog

x

g f
f (g(x))

Rfog

Rf

Df

Rg

Dfog

Dg

g( x) Df∈

 ‰U¦±∫ dÖ« 
  
g(x) = x  ,  f(x) = x2

∫r¹—«œ ¨

  
(fog)(x) = f(g(x)) = (g(x))2 = ( x )2 = x

tM�«œ t� bOM� tłuðÏ lÐUð (fog)(x) = x¨Å  R∫«d¹“ XJO'

Df = R , Dg = {x ∈ R x ≥ 0} = 0, + ∞[ )
∫fÄDfog = {x ∈ 0, + ∞[ ) x ∈ R}



ÅÅÅÅ∂≥

 U�«  x ∈ R  —«d!dÐ «d¹“ ªXÝ«
  
x ∈ 0, + ∞[ )Æ

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐDfog = 0, + ∞[ )

  
(fog)(x) = x   ,    x ∈ 0, + ∞[ )

 ‰U¦≤∫ lÐUð Ëœ   f(x) = x −2 Ë 
  
g(x) = x +1tM�«œ Æb'«ÅÁbý Áœ«œ Ï ÈU¼ÅlÐUð fog Ë gof«— 

 lÐ«uð fáÝ Ë bO¹UL' t³ÝU×�gof Ë fogÆbO¼œ qOJAð «— 

∫qŠ
    
Df = R  ,  Dg = −1 ,  + ∞[ )
Dgof = {x ∈ Df f(x) ∈ Dg } = {x ∈ R x −2 ∈ − 1 ,  + ∞[ )}
x −2 ∈ − 1 ,  + ∞[ )⇒ x −2 ≥ − 1⇒ x ≥ 1

Dgof = 1, + ∞[ )
Dfog = {x ∈ Dg g(x) ∈ Df } = {x ∈ − 1 ,  ∞[ ) x +1 ∈ R} = −1,+∞[ )

  
(gof )(x) = g f(x)( ) = f(x) +1 = x −2+1 = x −1

  
(fog)(x) = f g(x)( ) = g(x) −2 = x +1−2

 ‰U¦≥∫ lÐUð f(x) = 1

3
x − 3 lÐUð XÝ« Ábý Áœ«œ fofÆbO¼œ qOJAð «— 

∫qŠDf = R  ,  Dfof = {x ∈ R
1

3
x − 3 ∈ R} = R

(fof )(x) = f(f(x)) =
1

3
f(x) − 3 =

1

3
(
1

3
x − 3) − 3

(fof )(x) =
1

9
x −1− 3 =

1

9
x − 4

 ‰U¦¥∫ dÖ«   f(x) = x2
 Ë 

  
g(x) = x −2tL¼ d¹“ ‰Ëbł ¨ÏËœ s¹« ÈË— Ábý n¹dFð  UOKLŽ 

Æb¼œÅv� ÊUA' «— lÐUð

tM«œ       lÐUð Êu*U+        lÐUð               qLŽ  

    

+  f + g (f + g)(x) = x2 + x −2     Df IDg

−  f − g (f − g)(x) = x2 − x +2     Df IDg

×  f .g (fg)(x) = x2(x −2)          Df IDg

÷  
f
g

(
f
g

)(x) =
x2

x −2
    ;     x ≠2 Df IDg −{x g(x) =0}

fog (fog)(x) = (x −2)2 {x ∈ Dg g(x) ∈ Df }
o  

gof (gof )(x) = x2 −2 {x ∈ Df f(x) ∈ Dg }



ÅÅÅÅ∂¥

∫t??łu?ð œu??ýÅv??� Áb??¹œ t??� È—u?ÞÅt?Ð 
  
(gof )(x) = x2 −2 Ë 

  
(fog)(x) = (x −2)2Êu?Ç Ë 

  x
2 −2 ≠ (x −2)2 vK� XAUŠ—œ fÄ fog ≠ gof

ÆbOM� tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ XJO' sJL� lÐUð Ëœ VO�dð œ—«u� “« všdÐ —œ

∫‰U¦ lÐUð Ëœ   g:x → x  ,  x ≥ 0 Ë 
    f:x → −x2 −2 ,  x ∈ Rd¹“ —«œuL' ¨b'«ÅÁbý  Áœ«œ 

 VO�dð t� b¼œÅv� ÊUA'gof «d¹“ XJO' sJL� 
  
Dg IRf = ∅

∫s¹dLð  —uHÅtÐ lÐUð Ëœ VO�dð ôUÐ ‰U¦� —œ U¹¬ fogøXÝ« sJL� 

∫‰U¦ lÐUð Ëœ f(x) = 2

x
 Ë g(x) = 1

1− x2
Ê«uðÅv� «— lÐUð Ëœ s¹« ÈË—  UOKLŽ Æb'«ÅÁbý Áœ«œ 

Æœd� hcA� q³! ‰Ëbł dOE'

-6 0 1 2 3 4-1-2-3-5 -4

0 1 4

-2-3-6

0 1 2

R f

f

D f

g

D g

R g

tM«œlÐUð Êu*U+          lÐUð                     qLŽÅÅ     

+ h = f + g h(x) =
2

x
+

1

1− x2
R − 0,−1,+1{ }

− h = f − g h(x) =
2

x
−

1

1− x2
     R − 0,−1,+1{ }

. h = f .g h(x) =
2

x
×

1

1− x2
=

2

x(1− x2 )
R − 0,−1,+1{ }

÷ h =
f
g

h(x) =
2

x
÷

1

1− x2
=

2(1− x2 )
x

  g(x) ≠0 R − 0,−1,+1{ }

÷ h =
g
f

h(x) =
1

1− x2
÷

2

x
=

x

2(1− x2 )
  f (x) ≠0 R − 0,−1,+1{ }

o h = fog h(x) = f g(x)( ) = 2

1

1− x2

=2(1− x2 ) {x ∈ R − ± 1{ } 1

1− x2
∈ R − 0{ }} = R − ± 1}{

o h = gof h(x) = g f(x)( ) = 1

1−
4

x2

=
x2

x2 −4
{x ∈ R − 0{ } 2

x
∈ R − ± 1{ }} = R − 0, ± 2}{



ÅÅÅÅ∂µ

∫‰U¦ dÖ«   f(x) = 1− x Ë 
  
g(x) = x −1 l?ÐUð ¨býUÐ P(x) = f(x) + g(x)XÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

∫r¹—«œ
  D f ={x 1− x ≥ 0}= −∞  ,  1( ]
D g ={x x−1≥ 0}= 1 ,  + ∞[ )

∫fÄDP = Df IDg = 1{ }  ,  P(x) = f(x) + g(x) = 1− x + x −1

U¹  P(1) =0 s¹«dÐUMÐ ¨
  
P = (1,0){ }

s¹dLð

± lÐ«uð ‡‡f Ë g ÈU¼ÅlÐUð ¨b'«ÅÁbý Áœ«œ f ± g Ë fog Ë 
f
g

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅtM�«œ Ë 

f(x) = x
2 +2   ,  g(x) = 4x +2

  
f(x) = 2x − 3

5
   ,  g(x) = x

x −1

  
f(x) = 2x

2 − x     ,  g(x) = 1

x

  
f(x) = x −1      ,  g(x) = x −1

  
f(x) = x + 3

x − 3
      ,  g(x) = x − 3

x + 3

f(x) = sin2x        ,  g(x) = sin x

f(x) = tan x         ,  g(x) = cot x

≤ lÐ«uð ‡‡  f(x) = −2 Ë 
  
g(x) = x2 +1∫b'«ÅÁbý Áœ«œ 

 lÐ«uð ‡‡ nA«f + g ¨f − g ¨f.g Ë 

g
f

ªbO¼œ qOJAð «— 

 ÈU?¼ÅlÐUð —«œuL' ‡‡ »f ¨g Ë f + g b?O?M?� rÝ—  UB²c� ÈU¼—u×� ÁU~²ÝœÅp¹ —œ «— ®d²NÐ

Æ©œuý ÁœUH²Ý« nK²c� ÈU¼Å@'— “« rOÝdð —œ XÝ«

≥ l?Ð«u?ð È«dÐ ‡‡ÅÅÅf Ë g ÈU?¼Ål?ÐU?ð ¨d¹“ —œ Ábý Áœ«œ fog Ë gofh?c?A?� «— U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅtM�«œ Ë 

ÆbO¹UL'

f(x)= x+2            ,    g(x)= x2 − 3 ®Å±

f(x)= x2 + x           ,    g(x)= 4x+1 ®Å≤



ÅÅÅÅ∂∂

  
f(x)= x

x+1
            ,    g(x)=2x2 − x+1 ®Å≥

  f(x)= cosx           ,    g(x)= 1− x2
 ®Å¥

  
f(x) = x2 +2x +1   ,    g(x) = x ®Åµ

¥ dÖ« ‡‡f(x) = x Ë 
  
g(x) = (x +1)2 býUÐ (gof )(x) − (fog)(x)ÆbOÐUOÐ «— 

µ d?Ö« ‡‡ÅÅÅf(x) = x + a Ë 
  
g(x) = ax2 + bx + c b?ýUÐ a Ë b Ë ct?� b?O?M� sOOFð È—uÞ «— 

 rOýUÐ t²ý«œ
  
(fog)(x) = x2 − 3x + 4Æ

∂ dÖ« ‡‡f(x) = tan x Ë 

  

g(x) = 2x
1+ x2

 býUÐ gofÆbOJ¹uMÐ sJL�  —uH s¹dðÅÁœUÝ tÐ «— 

∑ dÖ« ‡‡f(x) = 1

x
 býUÐ fof fáÝ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

  
f [ f(3) ]ÆbO¹UL' t³ÝU×� «— 



ÅÅÅÅ∂∑

ÂuÝ qB$

v~²ÝuOÄ Ë bŠ

 v?{U?¹— ”—œ Ê«“u?�¬Åg'«œ “« vJ¹ bLŠ«≥h?O?c?A?ð Ë lÐ«uð rÝ— tÐ bM�Åt!öŽ bLŠ« ÆXÝ« 

 l?ÐU?ð —«œu?L' XSdÖ rOLBð Ë« “Ë— p¹ ÆXÝ« lÐUð —«œuL' v~'u~Ç

  

y = f(x) =
x −1

x + 3 −2
—œ «— 

 Á“UÐ
  
−3,3[ ]œ«œ qOJAð «— d¹“ ‰Ëbł v³¹dIð  U³ÝU×� UÐ »UJŠÅsOýU� “« ÁœUH²Ý« UÐ bLŠ« ÆbM� rÝ— 

x −3 −2 / 5 −2 −1/ 5 −1 −0/ 5 0 0/ 5 1/ 5 2 2 / 5 3

y 2 2 / 7 3 3 / 22 3 / 41 3 / 58 3 / 73 3 / 87 4 /12 4 / 23 4 / 34 4 / 44

 È«“«ÅtÐ bLŠ«  x =1s¹« Ë XÝ« ÁbA' n¹dFð tDI' s¹« —œ lÐUð ÊuÇ ÆœdJ' »UJŠ «— lÐUð —«bI� 

Æœd� hcA� t×HH —œ «— lÐUð —«œuL' “« Áb�¬ XÝœÅtÐ ◊UI' Ë« Æœ—«b' —«d! lÐUð tM�«œ —œ tDI'

x

y

− 33
x

y

ÆbýUÐ d¹“ qJý tÐ b¹UÐ lÐUð —«œuL' XSdÖ t−O²' bLŠ«



ÅÅÅÅ∂∏

 —œ l?ÐUð s¹« XHÖ bLŠ« ÊU²ÝËœ “« vJ¹  x =1È«dÐ È—«bI� —«œuL' s¹« U�« XÝ« ÁbA' n¹dFð 

 —œ lÐUð s¹«  x =1UL²Š ÆbM�Åv� hcA� ÎÊUMOLÞ« È«dÐ bLŠ« Æœ—«œ œułË vAUJý« ÈdOÖÅt−O²' s¹« —œ 

 tDI' ·«dÞ« —œ lÐUð s¹« ÈU¼—«bI� XÝ« d²NÐ XHÖ œuš ÈdOÖÅt−O²' v²Ý—œ “«  x =1vÝ—dÐ d²AOÐ «— 

 —œ lÐUð tÇdÖ« ÆrOM�  x =1 “« v¹U¼—«bI� È«dÐ rO'«uðÅv� vAË XÝ« ÁbA' n¹dFð x p¹œe' ±ÈU¼—«bI� 

ÊU?A?' «— v?HU?š œbŽ Ábý rÝ— —«œuL' bM'UL¼ Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼—«bI� U¹¬ rOMO³Ð Ë rOM� »UJŠ «— lÐUð

 tDI' ÈU¼ÅvJ¹œe' —œ «— lÐUð ÈU¼—«bI� t� XšUÝ vAËbł bLŠ« —UÐ s¹« øbM¼œÅv�±ÆbM� »UJŠ 

x 0 / 8 0 / 9 0 / 99 0 / 999 0 / 9999 → 1 ← 1 /00001 1 /0001 1 /001 1 /01 1 /1

y 3 / 94 3 / 97 3 / 997 3 / 9997 3 / 99997 → ? ← 4 /000002 4 /0002 4 /0002 4 /002 4 /02

 ÈU¼—«bI� Êbý p¹œe' UÐ t� œd� ÈdOÖÅt−O²' bLŠ« ôUÐ ‰Ëbł t³ÝU×� UÐx tÐ ± ÈU¼—«bI� f(x)

 tÐ¥ÆbM¼œÅv� ÊUA' «— v³KD� sOMÇ eO' lÐUð È«dÐ Ábý rÝ— —«œuL' Æb'uýÅv� p¹œe' 

1

4

− 33

y

x

 tDI' ·«dÞ« —œ lÐUð s¹« vÝ—dÐ È«dÐ bLŠ« t� tâ'¬±bŠ bM¹uÖÅv� Ë œ—«œ ÂU' ÈdOÖbŠ œ«œ ÂU−'« 

 lÐUð

  

y =
x −1

x + 3 −2
 tDI' —œ ± dÐ«dÐ ¥ÆXÝ« 

 b?M?'U?� v?F?ÐUð t� b¹¬Åv� gOÄ È—UOJÐ œ—«u�f(x) b?M?'U� È«ÅtDI' —œ aU?� v?AË býUÐ ÁbA' n¹dFð 

 ÈU?¼—«bI� È«dÐ lÐUð ÈU¼—«bI� t� rO'«bÐ rOýUÐ bM�Åt!öŽx p¹œe' ab¹UÐ XAUŠ s¹« —œ ÆXÝ« t'u~Ç 

 Êbý p¹œe' UÐ t� œd� vÝ—dÐx tÐ a ÈU¼—«bI� U¹¬ f(x)øb'uýÅv� p¹œe' vHUš œbŽ tÐ 

s¹dLð

±lÐUð ‡‡   f :R → R U???Ð  Êu???'U???!  f(x) = x2 + 3x + 4ÆX???Ý« ÷Ëd???H??� 

—«bI�f(x)  d¼ È«dÐ «— xt×HH ÈU¼Å‰Ëbł —œ Ábý Áœ«œ ÏUð® bOM� t³ÝU×� bFÐ 

 —UNÇ r!—t−O²' Ë ©—UAŽ«Ï»UJŠ sOýU� “« bO'«uðÅv�® bOJ¹uMÐ «— t³ÝU×� 

Æ©bOM� ÁœUH²Ý«



ÅÅÅÅ∂π

x L −3 −2 / 9 −2 / 5 −2 /1 −2 /01 −2 /001 −2 /0001 −2 /00001 L→   −2

f (x) L                                                                      L→      

x −2 ← L−1/ 9999 −1/ 999 −1/ 99 −1/ 9 −1/ 8 −1/ 5 −1/ 2 −1 L

f (x)    ← L                                                                        L 

∫t−O²* v²!Ë t� bM¼œÅv� ÊUA' ôUÐ ÈU¼Å‰Ëbł x lÐUð ¨œuýÅv� p¹œe' ì œbŽ XLÝ tÐ f(x)tÐ 

ÆœuýÅv� p¹œe' ì œbŽ

≤ l?ÐUð ‡‡  g:R → R Êu?'U! UÐ 
  
g(x) = x2 −2x d?¹œUI� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ g(x) d¼ È«dÐ «— x

ÆbOJ¹uMÐ «— t−O²' Ë ©—UAŽ« r!— —UNÇ Uð® bOM� t³ÝU×� d¹“ ‰Ëbł —œ Ábý Áœ«œ

x L→ −1 −0 / 9 −0 / 5 −0 / 3 −0 /1 −0 /01 −0 /001 −0 /0001 L→   0   ← L 0 /0001 0 /001 0 /01 0 /1 0 / 2 0 / 5 1

h(x) L→                 L→         ← L

 ∫t−O²*ìb¼œÅv� ÊUA' ôUÐ ‰Ëbł

 ‰U?¦±∫ l?ÐUð   f(x) = 2x +1 d?¹œU?I?� v?šd?Ð È«d?Ð «— l?ÐUð s¹« —«bI� Ë r¹dOÖÅv� dE' —œ «— x

 “« dðÅpÇu�± œbŽ tÐ Z¹—bð tÐ t� ±d¹œUI� vCFÐ È«dÐ «— lÐUð s¹« —«bI� sOMÇÅr¼ ¨b'uýÅv� p¹œe' 

x “« dðÅ¯—eÐ ± œbŽ tÐ Z¹—bð tÐ t� ±ÆrOM�Åv� t³ÝU×� ¨b'uýÅv� p¹œe' 

x L 0 0/ 5 0/ 9 0/ 99 0/ 999 L→  1  ← L 1/001 1/01 1/1 1/ 5 2 L

f (x) L 1 2 2 / 8 2 / 98 2 / 998 L→  3   ← L 3 /002 3 /02 3 / 2 4 5  L

x L 0   0/1   0/ 5   0/ 8  0/ 9    0/ 99   0/ 999  0/ 9999 L→  1  

g(x) L              L→     

x  1  ← L 1/0001 1/001 1/01 1/1 1/ 2 1/ 5 1/ 9 2 L

g(x)  ← L                                                            L

 ∫t−O²*ìb¼œÅv� ÊUA' ôUÐ ‰Ëbł

≥ lÐUð ‡‡  h: R → R Êu'U! UÐ   h(x) = −x2 + 4 ÈU¼—«bI� ÆXÝ« ÷ËdH� h(x)d¼ È«dÐ «— 

xÆbOJ¹uMÐ «— t−O²' Ë ©—UAŽ« r!— —UNÇ Uð® bOM� t³ÝU×� d¹“ ‰Ëbł —œ Ábý Áœ«œ 



ÅÅÅÅ∑∞

y

3
M0

O 1
x

 lÐUð —«œuL'  f(x) = 2x +1«— jš “« tDI' Ëœ XÝ« vSU� —uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM�Åv� rÝ— «— 

∫rOM� hcA�

  

A
x=0

y=1

  

B
x=−1

2

y=0

 dOG²� Êbý p¹œe' UÐ œuýÅv� Áb¹œ —«œuL' Ë ‰Ëbł “« t� —uÞÅÊUL¼x œbŽ tÐ ± lÐUð —«bI� ¨f

 vMF¹f(x) œbŽ tÐ ≥ÆœuýÅv� p¹œe' 

 ‰U¦≤∫ lÐUð   f(x) = x2 −2x + 3∫rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 vJ¹œe' —œ «—  lÐUð s¹« —U²S— ‡‡ nA«
  
x

0
= 2ªrOM� vÝ—dÐ 

‡‡ » t³ÝU×� v²Ý—œ Ê¬ ÈË— “« Ë Áœd� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œuL'ÏÆrOM� vÝ—dÐ «— nA« XLJ! 

∫qŠ‡‡ nA«   d¹œUI�f(x) ÈU¼—«bI� “« všdÐ È«dÐ «— x œbŽ tÐ p¹œe' ≤—œ Ë rOM�Åv� t³ÝU×� 

ÆrOJ¹u'Åv� d¹“ ‰Ëbł

 ÁUÖd¼ ¨œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐx œbŽ tÐ ≤ ¨œuýÅv� p¹œe' f(x) œbŽ tÐ ≥ÆœuýÅv� p¹œe' 

x L 1 1 / 2 1 / 5 1 / 8 1 / 9 1 / 99 1 / 999 L→ 2 ← L 2 /001 2 /01 2 /1 2 / 5 2 / 9 3 L

f (x) L 2 2 /04 2 / 25 2 / 64 2 / 81 2 / 98 2 / 998 L→ 3 ← L 3 /002 3 /02 3 / 2 4 / 25 5 / 61 6 L



ÅÅÅÅÅ∑±

  UO{U¹— —œ lÐUð s¹«  «dOOGð —«œuL� ‡‡ »≤

ÆXÝ« Ábý rÝ—

−1 1 2 3

y

x

M

2

3
0

0

 v?²?#Ë t?& œuýÅv' Áb¹œ eO� —«œuL� ÈË— “«x œb?Ž tÐ ≤ ¨œu?ýÅv' p¹œe� f(x) œb?Ž tÐ ≥p¹œe� 

ÆœuýÅv'

 ‰U¦�≥∫  lÐUðft?DÐU{ UÐ ¨Ï   x ≠1 ¨

  
f(x) =

x3 −1

x −1
s?¹« —U²1— rO¼«ušÅv' Ær¹dOÖÅv' dE�—œ «— ¨

 vJ¹œe� —œ «— lÐUð
  
x

0
=1ÆrOM& vÝ—dÐ 

∫qŠ  ÈU?¼—«bI'f(x) ÈU?¼—«b?I' “« všdÐ È«dÐ «— x œb?Ž tÐ p¹œe� ±s?¹« Ær?OM&Åv' t³ÝU×' 

Æb�«ÅÁbý Ã—œ d¹“ ‰Ëbł —œ U¼—«bI'

x L 0/ 75 0/ 9 0/ 99 0/ 999 L→ 1 ← L 1/001 1/01 1/1 1/ 25 L  

f (x) L 2 / 313 2 / 71 2 / 970 2 / 997 L→ 3 ← L 3 /003 3 /030 3 / 31 3 / 813 L 

 Êbý p¹œe� UÐ b¼œÅv' ÊUA� ‰Ëbł t& È—uÞÅtÐx œbŽ tÐ ± ̈ ©éÇ U¹ XÝ«— “«® f(x) œbŽ tÐ ≥

ÆœuýÅv' p¹œe�

3

1

−
1

2

y

x
0



ÅÅÅÅ∑≤

 ‰U¦�¥∫ lÐUð 
  f(x) = x −1 tM'«œ UÐ «— 

  (1, ∞ )lÐUð s¹« ÈU¼—«bI' rO¼«ušÅv' Æb¹dO~Ð dE�—œ 

 vJ¹œe� —œ «—± d?¹œU?I?' “« všdÐ È«“«ÅtÐ «— lÐUð s¹« v³¹dIð d¹œUI' d¹“ ‰Ëbł —œ ÆrOM& vÝ—dÐ x—œ 

 vJ¹œe�±Ær¹«ÅÁœd& t³ÝU×' 

  

x 1 ← 1/0001 1/001 1/01 1/1

y ? ← 0/001 0/03 0/1 0/ 3

 Êbý p¹œe� UÐ b¼œÅv' ÊUA� ‰Ëbł t& —uÞÅÊUL¼x tÐ ± lÐUð ÈU¼—«bI' fÆb�uýÅv' p¹œe� dHG tÐ 

lÐ«uð bŠ n¹dFð

 l?ÐUð tM'«œ dÖ«f Á“UÐ I t?DI� Ë býUÐ a q?š«œ “« Ê«u?²Ð t& býUÐ È«Åt�uÖÅtÐ I tÐ a

 qš«œ Ê«u²Ð vMF¹ ¨bý p¹œe�I “« e¹UL²' vÞUI� a tÐ t& X1U¹ «— ad¼ tÐ® bMýUÐ p¹œe� 

 d?O?G?²?' Êb?ý p¹œe� UÐ ÁU~�¬ ¨©rO¼«uKÐ t& Ê«eO'x Á“UÐ —œ® I t?D?I� tÐ ©aX?Ý« sJL' 

 ÈU¼—«bI'f(x) bM�U' vGUš œbŽ tÐ L lÐUð rO¹uÖÅv' XLUŠ s¹« —œ t& b�uý p¹œe� f—œ 

 tDI�a Ê¬ bŠ Ë œ—«œ bŠ L rON¹u�Åv' Ë XÝ« lim
x→a

f(x) = LÆ

∫rON¹uMÐ rO�«uðÅv' q³#  U×HG ÈU¼Å‰U¦' tÐ tłuð UÐ

  

lim
x→1

(2x +1) = 3

lim
x→0

(−x
2

+ 4) = 4

  

lim
x→1

x
2 −1

x −1
= 3

  

lim
x→1

x −1 =0

 ‰U¦�µ∫  lÐUð È«dÐ
  
y =1+ x tM'«œ UÐ 

  (0, ∞ )p¹œe� dHG tÐ lÐUð s¹« tM'«œ qš«œ “« Ê«uðÅv' 

 Êbý p¹œe� UÐ Ë bý
  x ∈ (0, ∞ ) —«bI' ¨dHG tÐ 

  1+ x tÐ ±fÄ ¨œuýÅv' p¹œe� 

  

lim
x→0

(1+ x ) =1

 ‰U¦�∂∫ lÐUð È«dÐ 

  
y = 1− x

2
 tM'«œ UÐ 

  (−1,1) tÐ lÐUð s¹« tM'«œ qš«œ “« Ê«uðÅv'   −1p¹œe� 

 Êb??ý p?¹œe?� U?Ð Ë b?ý
  x ∈ (−1,1) t?Ð   −1 ÈU?¼—«b?I?' 

  1− x
2f??Ä ¨b?�u?ýÅv?' p?¹œe?� d?H?G t?Ð 

  

lim
x→−1

1− x
2 =0Æ



ÅÅÅÅÅ∑≥

s¹dLð

±bOM& hKA' dE� œ—u' tDI� —œ «— lÐUð d¼ bŠ Ë ¨bOM& q'U& «— d¹“ ÈU¼Å‰Ëbł “« p¹ d¼ ‡‡

Æ©bOM& ÁœUH²Ý« »UNŠ sOýU' “« bO�«uðÅv' t³ÝU×' È«dÐ®

 ©nL«lim
x→1

(−2x + 5)

x L 0 0/ 5 0/ 9 0/ 99 0/ 999 L→ 1 ← L 1/0001 1/001 1/01 1/1 1/ 5 L

f (x) L L→ ← L L

 ©»lim
x→0

(x2 + x + 3)

    

x L −1 −0 / 5 −0 /1 −0 /01 −0 /001 −0 /0001 L→ 0 ← L 0 /0001 0 /001 0 /01 0 /1 0 / 5 1 L

f (x) L L→ ← L L

 ©Û

  

lim
x→−1

x2 − x −2

x +1

    

x L −2 −1 / 5 −1 /1 −1 /01 −1 /001 −1 /0001 L→ −1 ← L −0 / 999 −0 / 99 −0 / 9 −0 / 8 −0 / 5 0 L

f (x) L L→ ← L L

 © 

  

lim
x→3

x +1−2

x − 3

x L 2 2 / 5 2 / 9 2 / 99 2 / 999 L→ 3 ← L 3 /001 3 /01 3 /1 3 / 5 4 L

f (x) L L→ ← L L

≤ lÐUð bŠ ¨‰Ëbł qOJAð UÐ ‡‡ftDÐU{ UÐ Ï 

  

f(x) =
x

x +1−1
ÆbOM& sOOFð dHG —œ «— 

≥tDI� —œÅÅ«—ÅÅd¹“ lÐ«uðÅbŠÅÅ¨—«œuL�Å “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÏÆbOM&ÅhKA' ©œułË  —uG —œ® Ábý Áœ«œ Å

lim
x→1

(−x +2) ®                               nL«

  

lim
x→1

(−x2 + x +2) ®»

y

2

1

O 1 2 x

y

2

1

O 1 2
x



ÅÅÅÅ∑¥

  

f(x) =
2x + 5  ,  x > − 2

−x +1  ,  x < − 2





 ¨

  

lim
x→−2

f(x) ®     À

  

f(x) =
x +1      ,  x ≥ 1

−x2 + 4  ,  x < 1






 ¨

  

lim
x→1

f(x) ®Ã

∫t²J� bM�U' vFÐUð bŠ t& bOM& tłuð b¹UÐ f ÅbM�U' È«ÅtDI� —œ 
  
x

0
lÐUð Êœu³� sOF' U¹ ÊœuÐ sOF' tÐ ̈

 —œ
  
x

0
∫XÝ« sJL' vMF¹ Æœ—«b� v~²NÐ 

± lÐUð ©f —œ 
  
x

0
'« ¨býUÐ ÁbA� n¹dFð Ò v²#Ë Ux tÐ 

  
x

0
ÆbýUÐ t²ý«œ bŠ ¨œuýÅv' p¹œe� 

≤ lÐUð ©f —œ 
  
x

0
 v²#Ë U'« býUÐ Ábý n¹dFð x tÐ 

  
x

0
ÆbýUÐ t²ý«b� bŠ lÐUð ¨œuýÅv' p¹œe� 

tDI� —œ lÐUð t& v'U~M¼ ÁËöŽ tÐÏ 
  
x

0
býUÐ dÐ«dÐ lÐUð —«bI' UÐ b�«uðÅv' lÐUð bŠ ¨XÝ« bŠ È«—«œ 

∫XÝ« sJL' vMF¹ ÆbýU³� U¹

  

lim
x→x

0

f(x) ≠ f(x
0
)          U¹          

  

lim
x→x

0

f(x) = f(x
0
)

 ‰U¦�±∫ lÐUð bŠ rO¼«ušÅv' 

  
f(x) =

(x −2)(x − 3)
x − 3

, x ≠ 3 —œ «—   x = 3Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∫qŠ —œ lÐUð s¹«   x = 3'« ÆX?Ý« ÁbA� n¹dFð Ò v²#Ë Ux œbŽ tÐ ≥bŠ È«—«œ œuýÅv' p¹œe� 

   

  

f(x) =
−x +2   ,   x ≠1

2           ,   x =1





 ̈

  

lim
x→1

f(x) ®     Û

  

f(x) =
−x2 + x +2  ,  x ≠1

1                 ,  x =1






 ̈

  

lim
x→1

f(x) ® 

y

x

1

2

3

4

−1−2 O 1

y

x

1

2

3

4

−1−2 O 1 2 3 4

5

y

2

1

O 1 2 x

1

2

1 2

y

2

1

O
x



ÅÅÅÅÅ∑µ

 È«dÐ «d¹“ ¨XÝ«  x ≠ 3r¹—«œ 

  
f(x) =

(x −2)(x − 3)
x − 3

= x −2

  

⇒ f(x) = x −2   ,   x ≠ 3   ⇒   lim
x→3

f(x) = lim
x→3

(x −2) =1

ö³�®Î t� r¹b¹œ 

  

lim
x→3

(x −2) =1XÝ« ©Æ

 —œ ‚u� lÐUð t� œuýÅv# Áb¹œ s¹«dÐUMÐ  x = 3#« ¨XÝ« ÁbA( n¹dFð Ò —œ U  x = 3ÆXÝ« bŠ È«—«œ 

 ‰U¦�≤∫ lÐUð f(x) =
x2 −2x + 3  ,  x ≠ 2

5                ,  x = 2






—œ «— lÐUð s¹« bŠ rO¼«ušÅv# ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

  x = 2ÆrOM� sOOFð 

∫qŠ —œ lÐUð s¹«   x = 2 «d¹“ XÝ« Ábý n¹dFð 
  f(2) = 5 ‰U¦# —œ t� —uÞÅÊUL¼ Ë ¨≤¨bý Áb¹œ 

 r¹—«œ

  

lim
x→2

(x2 −2x + 3) = 3 —œ lÐUð s¹« fÄ   x = 2#« XÝ« bŠ È«—«œ ¨Ò—œ lÐUð —«bI# UÐ Ê¬ bŠ U

  x = 2 X;O( dÐ«dÐ   (3 ≠ 5)Æ

 ‰U¦�≥∫ lÐUð bŠ rO¼«ušÅv#   f(x) = x2 + 3x + 4 —œ «—   x = −2ÆrOM� sOOFð 

∫qŠö?³� Î t?� r¹b¹œ 

  

lim
x→−2

(x2 + 3x + 4) = 2 —œ l?ÐUð s¹« v�dÞ “« ª  x = −2Ë X?Ý« sOF# 

 —«b?I#  f(−2) ∫U?Ð XÝ« dÐ«dÐ   f(−2) = (−2)2 + 3(−2) + 4 = 2 —œ l?ÐU?ð bŠ s¹«dÐUMÐ Æ  x = −2UÐ 

 —œ lÐUð —«bI#  x = −2∫r¹—«œ vMF¹ ¨XÝ« dÐ«dÐ 

  

lim
x→−2

(x2 + 3x + 4) = f(−2) = 2

 ‰U¦�¥∫ lÐUð ftDÐU{ UÐ Ï 

  

f(x) =
x2 −2x  ,  x ≥ 1

2x +1   ,  x < 1






s¹« bŠ rO¼«ušÅv# Ær¹dOÖÅv# dE( —œ «— 

 œbŽ —œ «— lÐUð±ÆrOM� sOOFð 

∫qŠ —œ l?ÐU?ð s¹«   x =1ö?³?� ÆX?Ý« Ábý n¹dFð Î v?²?�Ë t� r¹b¹œ x œb?Ž t?Ð XÝ«— ·dÞ “« ±

 tÐ lÐUð ÈU¼—«bI# œuýÅv# p¹œe(  −1 ‰U¦# —œ Ë b(uýÅv# p¹œe( ± v²�Ë t� r¹b¹œ xtÐ éÇ ·dÞ “« 

 œbŽ± tÐ lÐUð ÈU¼—«bI# œuýÅv# p¹œe( ≥bM²;O( ÈËU;# r¼ UÐ —«bI# Ëœ s¹« ÊuÇ Æb(uýÅv# p¹œe( 

 v²�Ë fÄx œbŽ tÐ ±ÆX;O( bŠ È«—«œ lÐUð s¹« ¨œuýÅv# p¹œe( 

lÐUð p¹ éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ

∫n¹dFð lÐUð fÁ“UÐ —œ t� «— Ï “UÐ I q#Uý 
  
x

0
ôUL²Š« d~# ̈ XÝ« Ábý n¹dFð Î œuš —œ 

  
x

0
dE(—œ ̈



ÅÅÅÅ∑∂

∫r¹dOÖÅv'

 dÖ« ‡‡ nL«x tÐ XÝ«— ·dÞ “« 
  
x

0
 lÐUð ÈU¼—«bI' Ë œuý p¹œe� f bM�U' ÈœbŽ tÐ 

  
L

1
p¹œe� 

 rO¼«uKÐ t& —b#ÅtÇd¼ rO�«u²Ð ÁUÖd¼ ¨d~¹œ ÊUOÐÅÅtÐ U¹® ¨b�uýf(x) tÐ «— 
  
L

1
t& Ê¬ ◊dý tÐ ¨rOM& p¹œe� 

xÁ“«b�« tÐ XÝ«— ·dÞ “« «— Ï tÐ v1U& 
  
x

0
rOýUÐ Áœd& p¹œe� © ª

  
L

1
 lÐUð XÝ«— bŠ «— f —œ 

  
x

0
bM'U�Åv' 

∫bMN¹u�Åv' Ë

  

lim
x→x

0

+
f(x) = L

1

 dÖ« ‡‡ »x t?Ð éÇ ·dÞ “« 
  
x

0
 l?ÐUð ÈU¼—«bI' Ë œuý p¹œe� f b?M�U' ÈœbŽ tÐ 

  
L

2
p¹œe� 

 rO¼«uKÐ t& —b#ÅtÇ d¼ rO�«u²Ð ÁUÖd¼ ¨d~¹œ ÊUOÐ tÐ U¹® ¨b�uýf(x) tÐ «— 
  
L

2
Ê¬ ◊dý tÐ rOM& p¹œe� 

 t&xÁ“«b�« tÐ éÇ ·dÞ “« «— Ï tÐ v1U& 
  
x

0
rOýUÐ Áœd& p¹œe� © ª

  
L

2
«— bŠ ÅÒ lÐUð éÇ f  —œ

  
x

0
bM'U�Åv' 

∫bMN¹u�Åv' Ë

  

lim
x→x

0

−
f(x) = L

2

 dÖ« t& œuýÅv' t−O²� XýcÖ tâ�¬ “«
  
x

0
 tM'«œ —œ v�UO' tDI� p¹ f lÐUð Ë býUÐ ftDI� —œ Ï 

  
x

0

 —œ l?ÐU?ð ¨b?MýUÐ dÐ«dÐ r¼ UÐ bŠ Ëœ s¹« Ë ¨býUÐ t²ý«œ éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ
  
x

0
Ë ªXÝ« bŠ È«—«œ 

bŠ Ëœ s¹« Ë œ—«œ éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ tDI� Ê¬ —œ ¨býUÐ t²ý«œ bŠ tDI� p¹ —œ lÐUð dÖ« ¨fJŽdÐ

Æb�dÐ«dÐ r¼ UÐ

  

lim
x→x

0

f(x) = L  ⇔  lim
x→x

0

+
f(x) = lim

x→x
0

−
f(x) = L

 dÖ« U'«
  
x

0
 lÐUð tM'«œ v¹UN²�« tDI� p¹ f XÝ«— U¹ éÇ bŠ XLUŠ s¹« —œ ¨býUÐ f —œ 

  
x

0
ÊUL¼ 

 lÐUð bŠf —œ 
  
x

0
ö¦' ÆXÝ« Î lÐUð œ—u' —œ x tM'«œ UÐ 

  (0, ∞ )s¹« bŠ Ë dHG —œ lÐUð s¹« XÝ«— bŠ 

b?Š Ë l?ÐU?ð bŠ ÂuNH' bM²N¼ lÐUð p¹ tM'«œ v�UO' ◊UI� t& vÞUI� —œ jI1 ÆbM²N¼ vJ¹ dHG —œ lÐUð

ÆbMðËUH²' r¼ UÐ lÐUð éÇ Ë XÝ«—

 ‰U¦�±∫ lÐUð   f(x) = x2 −2x + 3éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ œułË rO¼«ušÅv' ¨XÝ« Ábý Áœ«œ 

 —œ «— lÐUð s¹«≤ÆrOM& vÝ—dÐ 

∫qŠ dÖ« t& r¹b¹œ x tÐ XÝ«— ·dÞ “« ≤ tÐ ôUÐ lÐUð ÈU¼—«bI' œuý p¹œe� ≥b�uýÅv' p¹œe� 

 v?MF¹

  

= L
1
= lim

x→2
+
(x2 −2x + 3) = 3 t?& v?ð—u?G —œ Ë ªlÐUð XÝ«— bŠ x t?Ð éÇ “« ≤p¹œe� 

 tÐ lÐUð ÈU¼—«bI' œuý≥ vMF¹ Æb�uýÅv' p¹œe� 

  

= L
2
= lim

x→2
−
(x2 −2x + 3) = 3ÆlÐUð éÇ bŠ 

 —œ lÐUð s¹« éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ ÊuÇ≤ b�dÐ«dÐ r¼ UÐ 
  
(L

1
= L

2
= 3)tDI� —œ lÐUð ¨Ï   x = 2



ÅÅÅÅÅ∑∑

∫r¹—«œ Ë XÝ« bŠ È«—«œ

  

lim
x→2

(x2 −2x + 3) = 3

 ‰U¦�≤∫ lÐUð 

  

f(x) =
2x +1         ,  x ≥ 1

x2 +2x −6  ,  x < 1






«— lÐUð s¹« bŠ œułË rO¼«ušÅv' XÝ« Ábý Áœ«œ 

 —œ±ÆrOM& vÝ—dÐ 

 v?²?#Ë Êu?Çx t?Ð X?Ý«— ·d?Þ “« ± r?¹—«œ œu?ýÅv?' p?¹œe?�   x > 1“« l?ÐU?ð s?¹« X?Ý«— b?Š ¨

  f(x) = 2x +1∫s¹«dÐUMÐ œuýÅv' t³ÝU×' 

ö³#®Î©bý t³ÝU×' 

  

= L
1
= lim

x→1
+
(2x +1) = 3XÝ«— bŠ 

 v²#Ë ÊuÇ Ëx tÐ éÇ ·dÞ “« ± r¹—«œ œuýÅv' p¹œe�   x < 1 “« éÇ bŠ fÄ Æ  f(x) = x2 +2x −6

∫vMF¹ b¹¬Åv' XÝœÅtÐ

= L
2
= lim

x→1
−
(x2 +2x −6) = −3éÇ bŠ 

t?D?I?� —œ l?ÐU?ð s?¹« XÝ«— bŠ Ë éÇ bŠ œuýÅv' Áb¹œ t& È—uÞÅtÐÏ   x =1b?M?²?NO� dÐ«dÐ r¼ UÐ 

(L
1
= 3 ≠ L

2
= −3) —œ lÐUð s¹« fÄ ¨  x =1Æœ—«b� bŠ 

t³ÝU×' v²Ý—œ eO� lÐUð —«œuL�ÏÆb¼œÅv' ÊUA� «— ôUÐ 

  

x < 1 ⇒  
x −4 −3 −2 −1 0 1

f(x) 2 −3 −6 −7 −6 −3

  

x ≥ 1 ⇒  y = 2x +1 ,  
0

+1
       

1

3

y

xO 1

3

−1

−3

−6

−7



ÅÅÅÅ∑∏

bŠ ÈU¼ÅtOC+

t³ÝU×'ÏÅtÐ dOG²' Êœd& p¹œe�® bý Áb¹œ U¼Å‰U¦' —œ t& výË— tÐ ¨n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ U¼ÅlÐUð bŠ 

  
x

0
t³ÝU×' Ë Ï f(x)ôu?LF' ¨©‰Ëbł qOJAð Ë Îœ—u?' —œ t& v¹U¼ÅtOC# “« XKŽ s¹« tÐ ÆXÝ« v�ôuÞ 

ÆrOM&Åv' ÁœUH²Ý« r¹d¹cÄÅv'  U³Ł« ÊËbÐ «— U¼ÅÊ¬ Ë œ—«œ œułË lÐ«uð bŠ

t?OC+Ï ±∫ XÐUŁ lÐUð bŠ f(x) = k ®Åk Á«u?K?Lœ œb?Ž d¼ —œ ©XÐUŁ Ë vIOIŠ XÝ« ÈœbŽ 
  
x

0
¨

 XÐUŁ —«bI' ÊUL¼ dÐ«dÐk vMF¹ ÆXÝ« 

  

lim
x→x

0

f(x) = lim
x→x

0

k = k

∫‰U¦� dÖ«   f(x) = 5∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

5 = 5    ,    lim
x→

3

2

f(x) = lim
x→

3

2

5 = 5

lim
x→−2

5 = 5     ,     lim
x→ 2

5 = 5

tOC+Ï ≤∫ lÐUð bŠ f(x)=x tDI� d¼ —œ ©v�UL¼ lÐUð® 
  
x

0
 UÐ dÐ«dÐ 

  
x

0
∫vMF¹ XÝ« 

  

lim
x→x

0

f(x) = lim
x→x

0

x = x
0

∫‰U¦�
lim
x→3

x = 3    ,    lim
x→−1

x = −1

t?OC+Ï ≥∫ l?ÐU?ð Ëœ dÖ« f Ë g t?D?I?� —œ Ë b?M?ýU?Ð t²ý«œ v�UNJ¹ tM'«œ 
  
x

0
Ë b?M?ýUÐ bŠ È«—«œ 

  

lim
x→x

0

f(x) = l
1

 Ë 

  

lim
x→x

0

g(x) = l
2

∫ÁU~�¬ ¨

 vMF¹ lÐUð Ëœ s¹« ŸuL−' ‡‡ nL«f(x) + g(x) —œ 
  
x

0
∫r¹—«œ Ë œ—«œ b‡Š ¨

  

lim
x→x

0

f(x) + g(x)( ) = lim
x→x

0

f(x) + lim
x→x

0

g(x) = l
1
+ l

2

ÆlÐUð Ëœ Ê¬ ÈU¼bŠ ŸuL−' UÐ XÝ« dÐ«dÐ ©ÊUNJ¹ tM'«œ UÐ® lÐUð Ëœ ŸuL−' bŠ ¨vMF¹

 ¨vMF¹ lÐUð Ëœ s¹« q{UHð ‡‡ »f(x) − g(x) —œ 
  
x

0
∫r¹—«œ Ë œ—«œ bŠ 

  

lim
x→x

0

f(x) − g(x)( ) = lim
x→x

0

f(x) − lim
x→x

0

g(x) = l
1
− l

2

ÆlÐUð Ëœ Ê¬ ÈU¼bŠ q{UHð UÐ XÝ« dÐ«dÐ ©ÊUNJ¹ tM'«œ UÐ® lÐUð Ëœ q{UHð bŠ vMF¹

 vMF¹ lÐUð Ëœ s¹« »d{ÅqGUŠ ‡‡ Ûf(x).g(x) —œ 
  
x

0
∫r¹—«œ Ë œ—«œ bŠ 

  

lim
x→x

0

f(x).g(x)( ) = lim
x→x

0

f(x). lim
x→x

0

g(x) = l
1
l
2

ÆlÐUð Ëœ Ê¬ ÈU¼bŠ »d{ÅqGUŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ ©ÊUNJ¹ tM'«œ UÐ® lÐUð Ëœ »d{ÅqGUŠ bŠ ̈ vMF¹



ÅÅÅÅÅ∑π

 vMF¹ lÐUð Ëœ s¹« XLN#ÅÃ—Uš ‡‡  
f(x)
g(x)

 —œ 
  
x

0
 ◊dý tÐ ¨

  
l
2
≠0∫r¹—«œ Ë œ—«œ bŠ ¨

  

lim
x→x

0

f(x)
g(x)






=

lim
x→x

0

f(x)

lim
x→x

0

g(x)
=

l
1

l
2

   ,    l
2
≠0

X?Ý« d?Ð«dÐ ¨ÃdK' bŠ Êœu³� dHG ◊dý tÐ ¨©ÊUNJ¹ tM'«œ UÐ® lÐUð Ëœ XLN#ÅÃ—Uš bŠ ¨vMF¹

Æl?ÐU?ð Ëœ Ê¬ ÈU?¼b?Š X?LN#ÅÃ—Uš UÐ

 ∫t?²J�∫v?M?F?¹ œ«œ r?OLFð lÐ«uð “« v¼UM²' Èœ«bFð tÐ Ê«uðÅv' «— Û Ë nL« ÈU¼ÅtOC#

±ÆU¼ÅÊ¬ ÈU¼bŠ ŸuL−' UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bMÇ ŸuL−' bŠ ‡‡

≤ÆU¼ÅÊ¬ ÈU¼bŠ »d{ÅqGUŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bMÇ »d{ÅqGUŠ bŠ ‡‡

Æb¹¬Åv' XÝœÅtÐ d¹“ ÈU¼Åt−O²� ôUÐ ÈU¼ÅtOC# “«

± lÐUð bŠ dÖ« ‡‡ftDI� —œ Ï 
  
x

0
 UÐ dÐ«dÐ l Ë kbýUÐ v²ÐUŁ œbŽ 

lim
x→x

0

kf(x)( ) = lim
x→x

0

(k). lim
x→x

0

f(x) = k.l

ö¦'Î ÊuÇ lim
x→1

(2x +1) = 3 fÄ lim
x→1

4(2x +1) = 4(3) =12Æ

≤ lÐUð bŠ ‡‡f(x) = xn
 ®Ån —œ ©X³¦' Ë `O×G œbŽ 

  
x

0
 UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
x

0

n
∫vMF¹ 

  

lim
x→x

0

xn = x
0

n

∫‰U¦� lÐUð bŠ   f(x) = x3
 —œ   x = 2 UÐ XÝ« dÐ«dÐ   2

3 = 8∫vMF¹ 

  

lim
x→x

0

f(x) = lim
x→2

(x)3 = (2)3 = 8

≥ÅdÖ« ‡‡

  

lim
x→x

0

f(x) = lÅÁU~�¬Å

  

lim
x→x

0

f(x)( )n = ln
ÅËÅlim

x→x
0

f(x)n = ln
Å® t&ÅÊ¬ ◊dýÅtÐf(x)n

Á“UÐ p¹ —œÏ q'Uý 
  
x

0
býUÐ Ábý n¹dFð ©Æ

∫‰U¦� t& r¹b¹œ lim
x→2

(x2 −2x + 3) = 3 fÄ lim
x→2

(x2 −2x + 3)4 = 3
4 = 81

Ëlim
x→2

x2 −2x + 3 = 3Å     

¥ È«ÅtKLłbMÇ lÐUð bŠ ‡‡    f(x) = axn + bxn−1 + cxn−2 +L+ l ®ÅnÆ©X³¦' Ë ̀ O×G œbŽ 

tOC# Ë ôUÐ ÈU¼Åt−O²� pL& tÐÏÈ«Åt?KLłbMÇ lÐUð bŠ t& œuýÅv' XÐUŁ ¨lÐUð bMÇ ŸuL−' bŠ 

f(x) —œ 
  
x

0
 UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
f(x

0
)∫vMF¹ 

    
lim

x→x
0

f(x) = lim
x→x

0

(axn + bxn−1 + cxn−2 +L+ l)

    = ax
0

n + bx
0

n−1 + cx
0

n−2 +L+ l = f(x
0
)



ÅÅÅÅ∏∞

∫‰U¦�∫r¹—«œ 

  

lim
x→2

f(x) = 2x +1( ) = f(2) = 2(2) +1= 4+1= 5 ®Å±

  

lim
x→2

f(x) = x2 −2x + 3( ) = f(2) = 2
2 −2(2) + 3 = 4− 4+ 3 = 3 ®Å≤

lim
x→2

(x3 + x2 +2x −1) = (2)3 + (2)2 +2(2) −1=15 ®Å≥

lim
x→2

(−2x4 + 3x3 + 5x2 −6x +1) = −2(2)4 + 3(2)3 + 5(2)2 −6(2) +1 ®Å¥

  = −32+24+20−12+1=1

µ lÐUð bŠ ‡‡ ÈdN& ÈU¹uÖ lÐUð bŠ ‡‡ÅÅ

    
q(x) =

axm + bxm−1 +L+ l

′a xn + ′b xn−1 +L+ ′l
 ¨®  m ËnÈU¼œbŽ 

—œ ©X?³¦' Ë `O×G
  
x

0
t?DI� —œ lÐUð Ê¬ —«bI' UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ï 

  
x

0
 ® t?&ÅÊ¬ ◊dý tÐ

  
x

0
tA¹— ÏdN& ÃdK' 

Æ©býU³�

 ‰U¦�± ∫∫r¹—«œ

  

lim
x→−1

2x +1

3x − 5
=

2(−1) +1

3(−1) − 5
=
−2+1

−3 − 5
=
−1

−8
=

1

8
 ®Å±

  

lim
x→−2

x2 − x −1

2x + 5
=

(−2)2 − (−2) −1

2(−2) + 5
=

5

1
= 5 ®Å≤

  

lim
x→2

2x3 − x2 + 5

−2x2 + 3x −1
=

2(2)3 − (2)2 + 5

−2(2)2 + 3(2) −1
=

17

−3
=
−17

3
 ®Å≥

  

lim
x→−2

(x +2)2

2x2 − x − 5
=

(−2+2)2

2(−2)2 − (−2) − 5
=

0

5
=0 ®Å¥

 ‰U¦�≤∫ lÐUð Ëœ   f(x) = 2x +1 Ë 
  
g(x) = x2 −2x∫rO¼«ušÅv' ¨b�«ÅÁbý Áœ«œ 

 lÐUð bŠ ‡‡ nL«f —œ «— ±ÆrOÐUOÐ 

 lÐUð bŠ ‡‡ »g —œ «— ±Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 ÈU¼ÅlÐUð ‡‡ Ûf(x) + g(x) Ë f(x) − g(x) ̈f(x).g(x) Ë 

f(x)
g(x)

“« p¹ d¼ bŠ Ë sOOFð «— 

 —œ «— lÐ«uð s¹«±ÆrOM& «bOÄ 

∫r¹—«œ

  

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(2x +1) = 2(1) +1= 3

  

lim
x→1

g(x) = lim
x→1

(x2 −2x) = (1)2 −2(1) = −1



ÅÅÅÅÅ∏±

bŠ                 lÐUð                                   

  

f (x) =2x +1 lim
x→1

(2x +1) = 3

g(x) = x2 −2x lim
x→1

(x2 −2x) = −1

f (x)+ g(x) = x2 +1 lim
x→1

(x2 +1) =2 2 = 3 + (−1)

f (x)− g(x) = −x2 +4x +1 lim
x→1

(−x2 +4x +1) = 4 4 = 3 − (−1)

f (x).g(x) =2x3 − 3x2 −2x lim
x→1

(2x3 − 3x2 −2x) = −3 −3 = (3).(−1)

f (g) / g(x) =
2x +1

x2 −2x
lim
x→1

(
2x +1

x2 −2x
) = −3 −3 =

3

−1

  
f(x) + g(x) = 2x +1+ x2 −2x = x2 +1

  

⇒  lim
x→1

f(x) + g(x)( ) = lim
x→1

(x2 +1) = (1)2 +1= 2

  

⇒  lim
x→1

f(x) + g(x)( ) = lim
x→1

f(x) + lim
x→1

g(x)  ⇒  2 = 3 + (−1)  ⇒  2 = 2

  
f(x) − g(x) = 2x +1− (x2 −2x) = −x2 + 4x +1 ⇒

lim
x→1

f(x) − g(x)( ) = lim
x→1

(−x2 + 4x +1) = −(1)2 + 4(1) +1= 4

  

⇒  lim
x→1

f(x) − g(x)( ) = lim
x→1

f(x) − lim
x→1

g(x)  ⇒  4 = (3) − (−1)  ⇒  4 = 4

  
f(x).g(x) = (2x +1)(x2 −2x) = 2x3 − 3x2 −2x

⇒  lim
x→1

f(x).g(x)( ) = lim
x→1

(2x3 − 3x2 −2x) = 2(1)3 − 3(1)2 −2(1) = −3

  

⇒  lim
x→1

f(x).g(x)[ ] = lim
x→1

f(x). lim
x→1

g(x)  ⇒  − 3 = (3)(−1)  ⇒  − 3 = −3

  

f(x)
g(x)

=
2x +1

x2 −2x
 ⇒  lim

x→1

f(x)
g(x)

= lim
x→1

2x +1

x2 −2x
=

2(1) +1

(1)2 −2(1)
= −3

  

⇒  lim
x→1

f(x)
g(x)






=

lim
x→1

f(x)

lim
x→1

g(x)
 ⇒  − 3 = (3) −1 ⇒  − 3 = −3

ÆrOM&Åv' tGöš d¹“ ‰Ëbł —œ «— Áb'¬ XÝœÅtÐ Z¹U²�



ÅÅÅÅ∏≤

ÁœUÝ ÈU¼ÅlÐUð bŠÏvðU¦K¦� 

∫r?¹—«œ «— d?¹“ ÈU?¼Åt?O?C# vðU¦K¦' lÐ«uð bŠ œ—u' —œ

tOC+Ï ±∫ lÐUð f(x)=sinx tDI� d¼ —œ 
    x0

∈ RUÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ s¹« —«bI' Ë XÝ« bŠ È«—«œ 

  
f(x

0
) = sin x

0
∫vMF¹ Æ

  

lim
x→x

0

sin x = sin x
0

∫‰U¦�

  

lim
x→

π
6

sin x = sin
π
6
=

1

2

  

lim
x→− π

3

sin x = sin(− π
3

) = − 3

2

tOC+Ï ≤∫ lÐUð f(x)=cosx tDI� d¼ —œ 
    x0

∈ RUÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ s¹« —«bI' Ë XÝ« bŠ È«—«œ 

  
f(x

0
) = cosx

0
∫vMF¹ Æ

  

  

lim
x→x

0

cosx = cosx
0

ÅÅÅÅ

∫‰U¦�

ÅÅÅÅÅ  

  
lim

x→0

cosx = cos0= +1

Ë

  

lim
x→

2 π
3

cosx = cos
2π
3
= −

1

2
ÅÅ

tOC+Ï ≥∫ lÐUð f(x)=tanx U¹® f(x) =
sin x
cosx

©tL¼ È«dÐ Ï vIOIŠ d¹œUI' x ełÅtÐ x = kπ +
π
2

 r¹—«œ U¼ÅÊ¬ È«dÐ t&
  
cosx =0UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ s¹« —«bI' Ë XÝ« bŠ È«—«œ ¨ 

  
f(x

0
) = tan x

0
È«dÐ 

x
0
≠ kπ +

π
2

∫vMF¹ ¨

  

lim tan x
x→x0≠kπ +

π
2

= tan x
0

∫‰U¦�

lim
x→

π
4

tan x = tan
π
4
=1      ,       lim

x→
2 π
3

tan x = tan(
2π
3

) = − 3



ÅÅÅÅÅ∏≥

tOC+Ï ¥∫ lÐUð f(x)=cotxU¹® f(x)=
cosx
sin x  tL¼ È«dÐ ©Ï vIOIŠÅd¹œUI' x ełÅtÐ x = kπÈ«dÐ t&ÅÅ

 r?¹—«œ U¼ÅÊ¬  sin x =0 Ë X?Ý« bŠ È«—«œ ¨ —«b?I' U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ bŠ s¹«f(x
0
) = cot x

0
, x

0
≠ kπ

∫vMF¹

                                                                      

  

lim
     x→x0≠kπ

cot x = cot x
0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

∫‰U¦�

  

lim
x→

5 π
4

cot x = cot
5 π
4

=1

lim
x→−

π
6

x cot x = ( lim
x→−

π
6

x)( lim
x→−

π
6

cot x) = (−
π
6

) cot(−
π
6

)



 =

π 3

6

∫rOM&Åv' »UNŠ «— d¹“ ÈU¼bŠ ¨bý t²HÖ t& v¹U¼—u²Ýœ UÐ dðÅgOÐ v¹UMý¬ È«dÐ

  

lim
x→

π
4

(sin x + cosx) = lim
x→

π
4

sin x + lim
x→

π
4

cosx = sin
π
4
+ cos

π
4
=

2

2
+

2

2
= 2 ®Å±

lim
x→−

π
3

2cosx − sin2 x
cosx +1

=
2cos(−

π
3

) − sin2(−
π
3

)

cos(−
π
3

) +1

=
2(

1

2
) − (

3

2
)2

1

2
+1

=
1−

3

4

3

2

=
1

6
 ®Å≤

  

lim
x→

π
6

(2sin x + cos2 x) = 2sin(
π
6

) + cos2(
π
6

) = 2(
1

2
) + (

3

2
)2 =

7

4
 ®Å≥

  

lim
x→−

π
4

(tan x + cotx) = tan(−
π
4

) + cot (−
π
4

) = −1−1= −2
 ®Å¥

s¹dLð

±tDI� —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ XÝ«— bŠ Ë éÇ bŠ ‡‡ÏÂuKF' Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ Ábý Áœ«œ 

ÆXÝ« bŠ È«—«œ lÐ«uð s¹« “« p¹ÅÂ«b& bOM&

  

f(x) =
x + 3

x −1
   ,    x ≥ 2

x3 +2   ,    x < 2






 ®»

  

f(x) =
−3x + 4   ,   x ≥ 1

2x2 + x    ,   x < 1






 ®nL«

tDI� —œÏ   x = 2tDI� —œ                                 Ï   x =1



ÅÅÅÅ∏¥

  

f(x) =
(x +1)2   ,   x > − 2

x + 3      ,   x < − 2






 ® 

  

f(x) =
−4x2 + 3  ,  x >

1

2

2x +1      ,   x <
1

2










 ®Û

tDI� —œÏ   x = −2tDI� —œ                                 Ï 

  
x =

1

2

  

f(x) =
2x +1   ,   x ≥ 0

x −1       ,   x < 0






 ®Ã

  

f(x) =
2sin x −1 ,  x ≥

π
2

cosx +1  ,   x <
π
2










 ®À

tDI� —œÏ   x =0tDI� —œ                                 Ï 

  
x =

π
2

≤ÆbOM& »UNŠ «— d¹“ ÈU¼bŠ ‡‡

lim
x→−1

(
1

2
x +

3

2
) ®»

  

lim
x→

1

2

(4x − 5) ®nL«

  

lim
x→2

(−2x3 + 3x2 − x + 4) ® 

  

lim
x→1

(x2 −2x − 3) ®Û

  

lim
x→0

−x2 +1

x2 + x +1
 ®Ãlim

x→3

3x +2

x −2
 ®À

lim
x→5

x +2

3x2 + 4
×

x −1

x +1







 ®Õ

  

lim
x→ 2

(−2x2 +1)3

x2 +1
 ®ı

lim
x→

π
3

(cosx + sin2 x +1) ®œ

  

lim
x→

π
6

(2sin x −1) ®Œ

  

lim
x→0

(
x2

cosx
) ®—

  

lim
x→

π
4

(sin2 x + cosx) ®–

  

lim
x→4

tan(
π x
3

) ®˛

  

lim
x→

1

2

(sin
π x
2

) ®“

≥hKA' Ë bOM& sOOFð Ábý Áœ«œ tDI� —œ ̈ «— lÐUð éÇ bŠ Ë XÝ«— bŠ ̈ —«œuL� d¼ ÈË— “« ‡‡

Æœ—«œ bŠ lÐUð Â«b& t& bO¹UL�



ÅÅÅÅÅ∏µ

f(x) =
x2 +2   ,  x ≥ − 1

−x2 +2 ,  x < − 1







lim
x→−1

+
f(x)

¥ lÐUð Ëœ ‡‡f Ë g  —uTÅtÐ   f(x) = x2 − x −2 Ë 

  
g(x) =

1

x −2
Æb(«ÅÁbý Áœ«œ 

 —œ «— lÐUð Ëœ s¹« “« p¹ d¼ bŠ ‡‡ nU«≥Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 ÈU¼ÅlÐUð ‡‡ »f + g Ë f − g Ë f.g Ë 

f
g

 —œ «— U¼ÅÊ¬ “« p¹ d¼ bŠ Ë sOOFð «— ≥ÆbOM� «bOÄ 

 ÈU¼ÅlÐUð bŠ ‡‡ Û
  

f(x)( )3
 Ë 

  
f(x)3

 Ë 

  

1

g(x)
 Ë 

  
3g(x) —œ «— ≥ÆbOM� sOOFð 

µ dÖ« ‡‡ÅÅÅ

  

lim
x→x

0

f(x) = 4 Ë 

  

lim
x→x

0

g(x) = −3ÆbOM� »U;Š «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹ d¼ bŠ ̈ býUÐ 

  

lim
x→x

0

f(x).g(x)( ) ®Û

  

lim
x→x0

f(x) − g(x)( ) ®»

  

lim
x→x0

f(x) + g(x)( ) ®nU«

  

lim
x→x

0

g(x)( )2 ®Ã

  

lim
x→x

0

2 f(x) ®À

  

lim
x→x

0

f(x)
g(x)

 ® 

»® 

 f(x) =
x + 3  ,   x ≠ 2

  2    ,   x = 2





lim
x→2

+
f(x)

nU«®

  

lim
x→2

−
f(x)

  

lim
x→−1

−
f(x)

1 2

1

2

3

4

5

−1−2

−3

O

y

x

O

y

x



ÅÅÅÅ∏∂

∂ lÐUð ‡‡Å

  

f(x) =
(a +1)x + 3   ,   x > − 2

−2x2 +1       ,   x < − 2






 œbŽ ÆXÝ« ÷ËdH' atDI� —œ t& bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

  −2ÆbýUÐ t²ý«œ bŠ lÐUð 

∑ lÐUð ‡‡

  

f(x) =
ax +2b          ,   x > 3

ax2 + bx +2   ,   x < 3






 ÈU¼œbŽ ÆXÝ« ÷ËdH' a Ë bt& bOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

lim
x→3

+
f(x) = 6 Ë lim

x→3
−

f(x) = 2Æ

∏ t& vð—uG —œ ‡‡ÅÅf(x +2) =
x + 4

x
 ¨

  

lim
x→3

f(x)ÆbOM& »UNŠ «— 

π∫bOM& »UNŠ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹ d¼ ‡‡

 ©nL«

  

lim
x→0

+
xsin(x +

π
6

)



 ©»

lim
x→

π
2

2sin(x −
π
6

) + cos2x + sin
x
2

2tan
x
2
+ cos2(x −

π
4

)

∫t??łu?ð d??Ö« 

  

lim
x→x

0

f(x) =0 Ë 

  

lim
x→x

0

g(x) =0 l??ÐU??ð b??Š ÁU?ÖÅÊ¬ q(x) =
f(x)
g(x)

 —œ «— 
  
x

0
¨

tÐ tłuð UÐ bŠ s¹« —«bI' sOOFð È«dÐ Æ©ø«dÇ® œuL� t³ÝU×' Ábý ÕdD' ÈU¹UC# “« ÁœUH²Ý« UÐ Ê«uðÅvL�

 ÈU¼ÅlÐUð Ÿu�f(x) Ë g(x)Æœd& —UO²š« Ê«uðÅv' «— Èd~¹œ ÈU¼Å‘Ë— ¨

∫‰U¦� lÐUð bŠ 

  

q(x) =
x2 − 3x +2

x2 − 4
 —œ «— ≤Æœd& t³ÝU×' d¹“  —uGÅtÐ Ê«uðÅv' 

ÊuÇlim
x→2

f(x) = lim
x→2

(x2 − 3x +2) = 4−6 +2 =0

Ëlim
x→2

g(x) = lim
x→2

(x2 − 4) = 4− 4 =0

ÅlÐUð bŠ s²1U¹ È«dÐq x( ) t&Ås¹« tÐ tłuð UÐÅÅÅ  x ≠ 2 r¹—«œ   x −2 ≠0∫Xýu� Ê«uðÅv' Ë 

q(x) = x2 − 3x +2

x2 −4
= (x −2)(x −1)

(x −2)(x +2)
= x −1

x +2

∫fÄ

  

lim
x→2

x2 − 3x +2

x2 − 4
= lim

x→2

x −1

x +2
=

2−1

2+2
=

1

4



ÅÅÅÅÅ∏∑

L

x 0

y

x

y = g(x)

y = f(x)

y = h(x )

O

T

sin

A
x

HO

tan

cos

M

π
2

t?OC Ï∫v?ÖœdA&  d?¼ È«“«Åt?Ð bOM� ÷d� x b?M(U# È«ÅÁ“UÐ “« It?DI( q#Uý t� Ï 
  
x

0
d?~# ¨XÝ« 

ôUL²Š«Î —œ 
  
x

0
∫rOýUÐ t²ý«œ ¨h(x) ≤ f(x) ≤ g(x)

Ë

  

lim
x→x

0

h(x) = lim
x→x

0

g(x) = L

∫ÁUÖÅÊ¬

  

lim
x→x

0

f(x) = L

∫‰U¦� d¼ È«“«ÅtÐ bOM� ÷d�   x ≠ 0∫rOýUÐ t²ý«œ   3 − x2 ≤ f(x) ≤ 3 + x2

 bŠf(x) —œ «—   x =0ÆbOM� sOOFð 

∫qŠ ÊuÇ 

  

lim
x→0

(3 − x2) = 3
  Ë  

  

lim
x→0

(3 + x2) = 3
Æ

tOC� o³Þ s¹«dÐUMÐÏ∫r¹—«œ vÖœdA� 

  

lim
x→0

f(x) = 3

∫tOC  dÖ« x∫ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ ÊU¹œ«— V;ŠdÐ 

  

lim
x→0

sin x
x

=1

∫ U³Ł« ÊUL� vðU¦K¦# È«ÅÁd¹«œ —œ AMÈËU;# «— 

x ÊU¹œ«— 

  
(0 < x <

π
2

)tDI( d¹uBð Ær¹dOÖÅv# dE(—œ Ï M

 «— U?¼Å”u?M?O;� —u×# ÈË—Ht?DI( Ë Ï œ—u?šdÐ OMU?Ð 

 «— U¼ÅX(«ó(Uð —u×#T t� rO(«œÅv# ÆrO#U(Åv# HM=sinx

 ËAT=tanx Ë   OA =1—UJý¬ qJý tÐ tłuð UÐ ÆXÝ« 

∫t� XÝ«



ÅÅÅÅ∏∏

YK¦� XŠU:�      <            OATÅÅŸUD+ XŠU:�
±
      <           OAMYK¦� XŠU:� OAM

± ŸUD# XŠUN' ‡‡x ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ —œ ÊU¹œ«—  R ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

  

= 1

2
R2x 

ŸUD#

 S

x

O

M

A

1

1 O 1 A

T

tan

H

M

O

sinx

A

s¹«dÐUMÐ

1

2
OA.MH <

1

2
×1× x <

1

2
OA.AT

1

2
×1× sin x <

1

2
×1× x <

1

2
×1× tan x

sin x < x < tan x

 dÐ ôUÐ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐU� rONIð “«sinx∫Xý«œ rO¼«uš XÝ« X³¦' t& 

1 <
x

sin x
<

tan x
sin x

 ⇒  1 <
x

sin x
<

1

cosx

 d?Ö« t& rO�«œÅv' U'«a Ë b Ë X³¦' œbŽ Ëœ a > b r¹—«œ ¨

  

1

a
<

1

b
 Êu?Ç pM¹« ª  cosx > 0Ë 

  

x
sin x

> 0∫Xýu� Ê«uðÅv' d¹“  —uGÅtÐ «— ôUÐ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐU� ¨

cosx <
sin x

x
< 1

'«Ò U

  

lim
x→0

+
cosx =1 Ë 

  

lim
x→0

+
1=1 o³Þ fÄ Æt?OC#Ï lÐUð bŠ vÖœdA1 

sin x
x

Ëœ s?¹« sOÐ t& 

 dÐ«dÐ ¨œ—«œ —«d# lÐUð±∫vMF¹ ÆœuýÅv' 

  

lim
x→0

+

sin x
x

=1

 t& v²LUŠ —œ

−π
2

< x < 0 t& œuýÅv' XÐUŁ eO� 

  

lim
x→0

−

sin x
x

=1∫s¹«dÐUMÐ ¨

  

lim
x→0

sin x
x

=1

∫t²J� dÖ« t& rO�«œÅv' 

  

lim
x→x0

f(x) = l ≠0 ÁU~�¬ ̈

  

lim
x→x

0

1

f(x)
=

1

l
 “« s¹«dÐUMÐ Ælim

x→0

sin x
x

=1

 œuýÅv' t−O²�

  

lim
x→0

x
sin x

=1Æ



ÅÅÅÅ∏π

t−O²�

± lÐUð ‡‡f(x) =
tan x

x
ÆrOM� sOOFð dH� —œ «— lÐUð s¹« bŠ rO¼«ušÅv� Æb¹dO~Ð dE" —œ «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

tan x
x

= lim
x→0

sin x
xcosx

= lim
x→0

sin x
x

× lim
x→0

1

cosx

 t�Ås¹« tÐ tłuð UÐ

  

lim
x→0

sin x
x

=1 Ë 

  

lim
x→0

1

cosx
=1∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

tan x
x

=1×1=1 ⇒  lim
x→0

tan x
x

=1

≤ lÐUð bŠ rO¼«ušÅv� ‡‡f(x) =
sin2x

x
ÆrOM�ÅsOOFð dH� —œ «— 

 lÐUðf(x) =
sin2x

x
  —u�ÅtÐ Ê«uðÅv� «— f(x) = 2×

sin2x
2x

∫fÄ ÆXýu" 

lim
x→0

sin2x
x

= lim
x→0

(2
sin2x

2x
) = 2× lim

x→0

sin2x
2x

= 2(1) = 2

∫t� œuýÅv� XÐUŁ vK� —uÞÅtÐ

lim
x→0

sin mx
x

= m Ë lim
x→0

tan mx
x

= m

 ‰U¦±∫ lim
x→0

1− cos2x
x2

ÆbOM� t³ÝU×� «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

1− cos2x

x2
= lim

x→0

2sin2 x

x2
= lim

x→0

2(
sin x

x
)2

= 2× lim
x→0

(
sin x

x
)2 = 2(1)2 = 2

 ‰U¦≤∫ bŠ 

  

tan kx
coskx sin2x —œ   x =0 dÐ«dÐ ≤ —«bI� ÆXÝ« kÆbOM� sOOFð «— 

∫qŠ∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

tan kx
coskx sin2x

= lim
x→0

sin kx

cos2 kxsin2x

  

= lim
x→0

1

cos2 kx
×

lim
x→0

sin kx
x

lim
x→0

sin2x
x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

=1× k
2
= k

2
 ⇒  

k
2
= 2  ⇒  k = 4ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ



ÅÅÅÅπ∞

 ‰U?¦?≥∫t?³?ÝU?×?� È«d?Ð Ï 

  

lim
x→ π

6

sin(2x − π
3

)

x − π
6

  r?O?M?�Åv?� ÷d: 

  

x − π
6
= t —u?� s?¹« —œ ¨

  
2x −

π
3
= 2(x −

π
6

) = 2t∫Xý«œ rO¼«uš Ë œuÐ b¼«uš

  

lim
x→ π

6

sin(2x − π
3

)

x − π
6

= lim
t→0

sin2t
t

= 2

s¹d9

±ÆbOM� »U=Š «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼ ‡‡

  

lim
x→0

2

3x
sin

3

2
x ®»

  

lim
x→0

sin 3x
x

 ®nB«

lim
x→0

sin5x
3x

 ® 

  

lim
x→ π

3

sin(3x − π )

x − π
3

 ®Û

lim
x→a

sin(x − a)
x2 − a2

 ®Ãlim
x→0

tan x tan3x

3x2 ®À

lim
x→0

sin xsin2xsin 3x
x3

®Õ

  

lim
x→π

4

tan x −1

4x − π ®ı

  

lim
x→0

tan x − sin x

x3 ®Œ

≤ d¼ È«“« tÐ dÖ« ‡‡x rOýUÐ t²ý«œ 
  
2− x2 ≤ g(x) ≤2cosx lÐUð bŠ¨g(x)—œ «—   x =0sOOFð 

ÆbOM�

≥  È«“« tÐ bOM� ÷d: ‡‡  −1≤ x ≤1∫rOýUÐ t²ý«œ

5 −2x2 ≤ f(x) ≤ 5 − x2

 lÐUð bŠf(x) —œ «—   x =0ÆbOM� sOOFð 

¥ lÐUð bŠ ‡‡f(x) = x—œ «—   x =0ÆbOM� sOOFð 

t³ÝU×� —œ d¹“  UJ"ÏÆœdOÖÅv� —«dN ÁœUH²Ý« œ—u� U¼bŠ “« všdÐ 

± d?Ð U?¼ÅÈ«ÅtKLł bMÇ Èd¹cÄÅg$Ð ‡‡
  
x − x

0
∫  È«Åt?KLł bMÇ dÖ«     axn + bxn−1 +L+ lt?Ð 



ÅÅÅÅπ±

 È«“«
  
x = x

0
 œuý dH� dÐ«dÐ ®Å

  
x

0
 tA¹—Ï dÐ È«ÅtKLł bMÇ ¨©býUÐ È«ÅtKLłbMÇ 

  
x − x

0
 d¹cÄÅgVÐ XÝ«

t¹e& È«dÐ XO�Uš s¹« “«®ÏÆ©œd� ÁœUH²Ý« Ê«uðÅv� È«ÅtKLł bMÇ 

 ‰U¦±∫ È«ÅtKLł bMÇ   2x2 + x − 3 È«“« tÐ   x =1È«ÅtKLł bMÇ s¹« fÄ ¨XÝ« dH� UÐ dÐ«dÐ 

 dÐ  x −1ÆXÝ« d¹cÄÅgVÐ 

  x =1
                  →   2(1)2 + (1) − 3 = 2+1− 3 =0

  2x2 + x − 3      
x −1

2x + 3
−2x2 +2x
           3x − 3

        −3x + 3                  ⇒2x2 + x − 3 = (x −1)(2x + 3)
              0

 ‰U?¦?≤∫ È«Åt?K?L?ł bMÇ   x3 + 7x2 + 4x −12 È«“« t?Ð   x = −2 d?Ð f?Ä ¨X?Ý« d?H?� dÐ«dÐ 

  x +2                                                      ÆbýUÐÅv� d¹cÄÅgVÐ

œ È«ÅtKLł bMÇ —

  x = −2
                      →    (−2)3 + 7(−2)2 + 4(−2) −12 = −8 +28 − 8 −12 =0

  

x +2

x2 + 5x −6
 x3 + 7x2 + 4x −12

R =0

  ÊuÇ Ë  x
2 + 5x −6 = (x +6)(x −1)∫fÄ ¨

  x
3 + 7x2 + 4x −12 = (x +2)(x +6)(x −1)

 d?Ð U?¼ÅÈ«Åt?K?Lł bMÇ Èd¹cÄÅgVÐ pL� tÐ t� «— v¹U¼bŠ “« t"u/ bMÇ pM¹«
  
x − x

0
t³ÝU×� 

∫r¹—Ë¬Åv� d¹“ —œ b"uýÅv�

 ‰U¦±∫ lÐUð bŠ 

  

q(x) = x2 + x −6

x −2
—œ «—   x = 2ÆbOM� sOOFð 

∫qŠ —œ d=� ÃdV� Ë  —u� ÊuÇ   x = 2 dÐ fÄ b"dH� dÐ«dÐ   x −2È«—«œ vMF¹ ̈ b"d¹cÄÅgVÐ 

 „d?²A� q�UŽ  x −2 Êu?Ç Ë ¨bMýUÐÅv�   x ≠ 2r¹—«œ   x −2 ≠0“« «— „d?²?A� q�UŽ s¹« Ê«uðÅv� Ë 

∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ ªœu/ ·cŠ d=� ÃdV� Ë  —u�

  

q(x) = (x −2)(x + 3)
x −2

= x + 3   ,   x ≠ 2

∫UłÅÊ¬ “« Ë

  

lim
x→2

x2 + x −6

x −2
= lim

x→2

(x + 3) = 2+ 3 = 5

È«ÅtKLł bMÇ —œ

x3 + 7x2 + 4x −12 = (x +2)(x2 + 5x −6)⇒

Ë



ÅÅÅÅπ≤

  l?ÐU?ð —«œu?/  x ≠ 2 ¨
  
q(x) = x + 3 U?¹   x ≠ 2 ¨

  
y = x + 3l?ÐU?ð b?Š t?� b?¼œÅv?� ÊU?A?" e?O" 

  

q(x) = x2 + x −6

x −2
—œ   x = 2 dÐ«dÐ µÆXÝ« 

 ‰U¦≤∫ lÐUð bŠ 

  

q(x) = 2x3 + x2 +2x + 3

x2 − x −2
 —œ «—   x =1b¹—Ë¬ XÝœ tÐ Æ

∫q?Š —œ d?=?� Ãd?V� Ë  —u� ÊuÇ   x = −1 d?Ð f?Ä ¨b?"u?ýÅv?� dH�   x +1Ë b?"d?¹c?ÄÅgVÐ 

∫Xý«œ rO¼«uš

2x3 + x2 +2x + 3

x2 − x −2
= (x +1)(2x2 − x + 3)

(x +1)(x −2)
= 2x2 − x + 3

x −2

lim
x→−1

2x3 + x2 +2x + 3

x2 − x −2
= lim

x→−1

2x2 − x + 3

x −2
= 2(−1)2 − (−1) + 3

(−1) −2
= 6

−3
= −2

≤∫U¼d&' Êœd' U¹uÖ ‡‡ ÈU¼ÅlÐUð dÖ« f(x) Ë g(x)—œ U¼ÅÊ¬ bŠ Ë bMýUÐ r�« ¨Ëœ d¼ U¹ vJ¹ ¨ 

  
x = x

0
t³ÝU×� È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ̈ býUÐ dH� dÐ«dÐÏ lÐUð bŠ q(x) = f(x)

g(x)
—œ 

  
x = x

0
d¼ U¹ ÃdV� U¹  —u� 

ÆrOM�Åv� U¹uÖ «— Ëœ

ÆbOM� tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ

 ‰U¦±∫ lÐUð bŠ 

  

f(x) = x + 4 −2

x
—œ   x =0øb¹¬Åv� XÝœÅtÐ t"u~Ç 

O 1 2

5

y

x



ÅÅÅÅπ≥

—œ t� b¼œÅv� ÊUA" ‰Ëbł s¹«  x =0 lÐUð bŠ 

x + 4 −2

x
 dÐ«dÐ 

  

1

4
ÆXÝ« 

—œ ôUÐ d=� ÃdV� Ë  —u� bŠ ÊuÇ v:dÞ “«  x =0lÐUð bŠ sOOFð È«dÐ fÄ XÝ« dH� dÐ«dÐ 

 —œ «— d=� —uEM�Ås¹bÐ ÆrOM�Åv� ÁœUH²Ý« d=�  —u� Êœd� U¹uÖ “«

  

1= x + 4 +2

x + 4 +2
ÆrOM�Åv� »d{ 

∫Xý«œ rO¼«uš

  

f(x) = x + 4 −2

x
= ( x + 4 −2)( x + 4 +2)

x( x + 4 +2)
= (x + 4) − 4

x( x + 4 +2)

f(x) = x
x( x + 4 +2)

= 1

x + 4 +2
      ,     x ≠0

  

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x + 4 −2

x
= lim

x→0

1

x + 4 +2
= 1

4

 ‰U¦≤∫ lÐUð bŠ 

  

q(x) = x2 −9

3 − x +6
—œ   x = 3Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“  —u�ÅtÐ 

∫qŠ—œ d=� ÃdV� Ë  —u� bŠ ÊuÇ   x = 3d=� ÃdV� ̈ lÐUð bŠ sOOFð È«dÐ fÄ XÝ« dH� 

ÆrOM�Åv� U¹uÖ «—

x2 −9

3 − x +6
= (x2 −9)(3 + x +6 )

(3 − x +6 )(3 + x +6 )
= (x − 3)(x + 3)(3 + x +6 )

3 − x

  
= −(x + 3)(3 + x +6)

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ‰U¦≥∫ lÐUð bŠ 

  

q(x) = 2− x −1

2x −1− 3
 —œ «—   x = 5Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

  

⇒ lim
x→3

x2 −9

3 − x +6
= lim

x→3

− (x + 3)(3 + x +6 )

= −(3 + 3)(3 + 9) = −36

    

x L −1 −0 / 9 0 / 5 0 / 1 0 / 01 0 / 001 L→ 0 L ← 0 / 001 0 / 01 0 / 1 0 / 5 0 / 9 1 L

f (x) L 0 / 2679 0 / 2659 0 / 2583 0 / 2516 0 / 2502 0 / 25002 L→ L ← 0 / 2499 0 / 2498 0 / 248 0 / 241 0 / 237 0 / 236 L

∫qŠt³ÝU×� UÐ «b²Ð« Ï —«bI� f(x) d¹œUI� “« všdÐ È«dÐ x‰Ëbł b"uýÅv� p¹œe" dH� œbŽ tÐ t� 

ÆrO¼œÅv� qOJAð «— d¹“



ÅÅÅÅπ¥

∫qŠÆrOM�Åv� U¹uÖ «— d=� ÃdV� r¼ Ë d=�  —u� r¼ ¨bŠ sOOFð È«dÐ 

  

= −(x − 5)( 2x −1+ 3)
2(x − 5)(2+ x −1)

= −( 2x −1+ 3)
2(2+ x −1)

         (x ≠ −5)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  

lim
x→5

2− x −1

2x −1− 3
= lim

x→5

− 2x −1+ 3

2(2+ x −1)
= − 10−1+ 3

2(2+ 5 −1)
= −6

8
= −3

4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s¹d9

ÆbOM� »U=Š «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹d¼

  

lim
x→1

x2 +2x − 3

x −1
 ®»

  

lim
x→4

x − 4

x2 − 5x + 4
 ®nB«

  

lim
x→1

x2 −2x +1

2x2 + x − 3
 ® 

  

lim
x→−1

x2 − x −2

x2 −2x − 3
 ®Û

  

lim
x→3

x2 −9

x2 − 5x +6
 ®Ã

  

lim
x→−1

3x3 + x2 + x + 3

x2 +2x +1
 ®À

  

lim
x→1

x3 − 3x2 + 3x −1

x2 −2x +1
 ®Õ

  

lim
x→−2

3x2 −12

2− x − x2
 ®ı

  

lim
x→−2

x + x +6

x +2
 ®œ

  

lim
x→1

x4 −2x +1

2x2 − 3x +1
 ®Œ

  

lim
x→0

+

x
x

 ®—

  

lim
x→4

x −2

4− x
 ®–

  

lim
x→−2

2x + x +18

3x + 7 −1
 ®˛

  

lim
x→−5

x + 5

3x +16 −1
 ®“

bŠ rOLFð

 lÐUð rO"«œÅv�

  

f(x) =
1

xd?H?� vB«uŠ —œ Ê¬ —«œu/ rÝ— È«dÐ Ë XÝ« ÁbA" n¹dFð dH� —œ 

 È«d?Ð d?H?� p?¹œe?" ÈU?¼—«bI� È«“« tÐ ÆrOM� vÝ—dÐ dH� vB«uŠ —œ «— lÐUð s¹« —U²:— XÝ« d²NÐx

ÈU¼—«bI� t� XÝ« sýË—

  

1

x ÈU?¼—«bI� tÇd¼ Ë b"uýÅv� ¯—eÐ —UO=Ð xr?OM� dðÅp¹œe" dH� tÐ «— 

  

2− x −1

2x −1− 3
= (2− x −1)( 2x −1+ 3)(2+ x −1)

( 2x −1− 3)( 2x −1+ 3)(2+ x −1)
= (4− x +1)( 2x −1+ 3)

(2x −1−9)(2+ x −1)



ÅÅÅÅπµ

 ÈU¼—«bI�

  

1

xÆb¼œÅv� ÊUA" «— VKD� s¹« v²Ý—œ d¹“ ‰Ëbł Æbý bM¼«uš dðÅ¯—eÐ 

  

x −0/1 −0/01 −0/001 → 0 ← 0/001 0/01 0/1
1

x
10 100 1000 → ← 1000 100 10

d?¹“ q?J?ý t?Ð d?H?� v?B«u?Š —œ l?ÐUð s¹« —«œu/ t� œ«œ hOVAð Ê«uðÅv� ‰Ëbł s¹« o¹dÞ “«

ÆXÝ«

x →

→

x→

f (x)

x

y

 dOG²� Êbý p¹œe" UÐx ÈU¼—«bI� dH� tÐ ©lÐUð tM�«œ —œ® 

  

1

x t� È«Åt"uÖÅtÐ b"uýÅv� ̄ —eÐ 

  

1

x

 t� Ê¬ ◊dý tÐ œuý dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« b"«uðÅv�xp¹œe" dH� tÐ v:U� Á“«b"« tÐ 

 Êbý p¹œe" UÐ rO¹uÖ XBUŠ s¹« —œ ÆbýUÐ Ábýx¨dH� tÐ 

  

1

x XLÝ tÐ +∞—œ lÐUð s¹« bŠ Ë œË—Åv� 

 dH�+∞∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

  

lim
x→0

1

x
= +∞

 lÐUð d¼ È«dÐ vK� —uÞÅtÐy = f(x) Á“UÐ ÈË— t� I tDI" Ë býUÐ Ábý n¹dFð at� býUÐ È«Åt"uÖÅtÐ 

 qš«œ “« Ê«u²ÐI tÐ a dOG²� Êbý p¹œe" UÐ Ë bý p¹œe" x tÐ ©lÐUð tM�«œ —œ® aÈU¼—«bI�  f(x)¯—eÐ 

 t� È«Åt"uÖÅtÐ b"uýÅv�f(x) t?� Ê¬ ◊dý tÐ œuý dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« b"«u²Ð xtÐ 

 tÐ v:U� Á“«b"«a Êbý p¹œe" UÐ rO¹uÖÅv� XBUŠ s¹« —œ ÆbýUÐ Ábý p¹œe" x tÐ a ̈f(x) XLÝ tÐ +∞

 —œ lÐUð s¹« bŠ Ë œË—Åv�a ¨+∞∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

lim
x→a

f(x) = +∞

 dOG²� Êbý p¹œe" UÐ œ—«u� všdÐ —œx bM"U� È«ÅtDI" tÐ ©lÐUð p¹ tM�«œ —œ® alÐUð ÈU¼—«bI� 



ÅÅÅÅπ∂

ö¦� Æb"uýÅv� d²L� È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “«Î lÐUð œ—u� —œ 

  

y = −
1

x Êbý p¹œe" UÐ xdH� tÐ 

ÆXÝ« d¹“ qJý tÐ lÐUð s¹« —«œu/ Æb"uýÅv� d²L� È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« lÐUð ÈU¼—«bI�

x →

→

x→

f (x)

x

y

y

 Êb?ý p?¹œe" UÐ bM¹uÖÅv� vðôUŠ sOMÇ —œx tÐ a ¨f(x) X?LÝ tÐ −∞ —œ lÐUð s¹« bŠ Ë œË—Åv� a¨

−∞∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

                                                   
lim
x→a

f(x) = −∞

 ‰U¦� È«dÐ

  

lim
x→0

−
1

x
= −∞

 t� v²BUŠ —œa dOG²� Ë býUÐ lÐUð tM�«œ v"UO� tDI" p¹ x “« dðÅ¯—eÐ d¹œUI� UÐ jI: a tÐ aœuý p¹œe" 

 ÈU¼—«bI� Ëf(x) —œ lÐUð XÝ«— bŠ rO¹uÖÅv� b"uý dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« a ̈+∞

∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ«

lim
x→a

+
f(x) = +∞

 dOG²� dÖ« Ëx “« dðÅpÇu� d¹œUI� UÐ jI: a tÐ a ÈU¼—«bI� Ë œuý p¹œe" f(x)gOÄ “« œbŽ d¼ “« 

È«ÅÁbý Áœ«œ —œ lÐUð éÇ bŠ rO¹uÖÅv� b"uý dðÅ¯—eÐ a ¨+∞∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

lim
x→a

−
f(x) = +∞

 —«bI� UÐ éÇ Ë XÝ«— ÈU¼bŠ tÐUA� —uÞÅtÐ−∞Æb"uýÅv� n¹dFð 

 lÐUð È«dÐ ‰U¦� È«dÐ

  
y =

1

x
∫r¹—«œ 

  

lim
x→0

+

1

x
= +∞ , lim

x→0
−

1

x
= −∞

 ‰U?¦±∫  U?B?²?V?� ÈU¼—u×� ÁU~²Ýœ —œ xoyt?DI" “« ¨Ï   A = (1,2)U?ð r?O?M?�Åv� rÝ— vDš 



ÅÅÅÅπ∑

 YK¦� Ëœ tÐUAð “« ÁœUH²Ý« UÐOM ′M Ë ABM∫rO=¹uMÐ rO"«uðÅv� 

  

BM
OM

=
AB

O ′M
⇒

x −1

x
=

2

y
⇒  y =

2x
x −1

� —u×xtDI" —œ «— U¼Ï   M = (x,0) ¨  x > 1 —u×� Ë ªytDI" —œ «— U¼Ï 
  

′M = (0, y)XŠU=� ÆbM� lDN 

 YK¦�OM ′M tÐ «— SOM ′M ÆrO¼œÅv� ÊUA" ®©d¹“ qJý

t?D?I?" ‰uŠ —u�c� jš v²NËÏ At?D?I?" t� bM� Ê«—Ëœ ÊUMÇ Ï Mt?DI" tÐ Ï 
  
B(1,0)¨œu?ý p¹œe" 

 l?N«Ë—œ® b?M�Åv� dOOGð YK¦� XŠU=�x œb?Ž tÐ XÝ«— ·dÞ “« ± Á—«u?L¼ vBË œuýÅv� p¹œe"   x ≠1

 dÖ« «d¹“ XÝ«  x =1ÆXý«œ b¼«uV" œułË v¦K¦� ¨býUÐ ©

′M (0, y )

A(1,2)

M(x , )B(1,0)
x

y

O 0

B M(x , )

A(1,2)

′M ( ,y )

y

x

0

O 0



ÅÅÅÅπ∏

 Êbý p¹œe" UÐ ̈ œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐx œbŽ tÐ ± —«bI� f(x) ÁUÖd¼ Ë bÐU¹Åv� g¹«e:« x—bNÅtÐ 

 œbŽ tÐ v:U�± —«bI� ̈ œuý p¹œe" f(x)fÄ Æbý b¼«uš dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« X³¦� œbŽ d¼ “« 

 rO¹uÖÅv� ¨n¹dFð tÐ UMÐf(x) XLÝ tÐ +∞ ∫vMF¹ ÆœË—Åv�

  

lim
x→1

+
SOM ′M = +∞

 ‰U?¦≤∫ lÐUð (x ≠0) f(x) =
1

x2
 ÈU?¼—«b?I� Ë r¹dOÖÅv� dE"—œ «— f(x) È«d?Ð «— xt?Ð t� v¹U¼

ÆrO=¹u"Åv� d¹“ ‰Ëbł —œ Ë rOM�Åv� t³ÝU×� b"uýÅv� p¹œe" dH�

 YK¦� XŠU=� s¹«dÐUMÐOM ′M∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
SOM ′M =

1

2
OM.O ′M =

1

2
x.y =

1

2
x ×

2x
x −1

=
x2

x −1

SOM ′M = f(x) =
x2

x −1

 dÖ« ‰UŠx “« dðÅ¯—eÐ t�® ± tÐ XÝ«— ·dÞ “« ©XÝ« ±∫Xý«œ rO¼«uš ¨œuý p¹œe" 

 v²NË œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐxd?¹œUI� ¨œuýÅv� p¹œe" dH� œbŽ tÐ éÇ U¹ XÝ«— ·dÞ “« 

f(x) d?Ö« Ë b?"uýÅv� ¯—eÐ Z¹—bðÅtÐ x —«b?I?� ¨œuý p¹œe" —UO=Ð dH� œbŽ tÐ f(x)¯—e?Ð —UO=Ð eO" 

 l?ÐU?ð s?¹«d?ÐU?M?Ð Æbý b¼«ušf(x) =
1

x2
 v?²NË x X?L?Ý t?Ð ¨œu?ýÅv?� p?¹œe?" dH� tÐ +∞Ë œË—Åv� 

∫rO=¹u"Åv�

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

1

x2
= +∞

 —œ «— lÐUð s¹« bŠ ¨—«œu/ “« ÁœUH²Ý« UÐ pM¹«  x =0ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ 

ÁbA" n¹dFð

x −2 −1 − 1

2
   0   

1

2
1 2

y
1

4
1 4 4 1

1

4

x 1      ←   L ← 1/00001 1/0001 1/001 1/01 1/1 1/ 5 2 L

f (x) +∞   ←   L ← 100002 10002 1002 102 12 /1 4 / 5 4 L

x L −1 −0/ 2 −0/1 −0/01 −0/001 −0/0001 L→ 0 L ← 0/0001 0/001 0/01 0/1 0/ 2 1 L

f (x) L 1 25 10
2

10
4

10
6

10
8 L→ +∞ L ← 10

8
10

6
10

4
10

2
25 1 L



ÅÅÅÅππ

 v²NË t� b¼œÅv� ÊUA" eO" lÐUð —«œu/x ¨œuýÅv� p¹œe" dH� tÐ f(x) XLÝ tÐ +∞ÆœË—Åv� 

 ‰U¦≥∫ lÐUð bŠ f(x) =
−5

(x −2)2
 —œ «—   x = 2ÆbOM� sOOFð 

∫qŠ ÈU¼—«bI� “« vCFÐ È«dÐ «— lÐUð ÈU¼—«bI� d¹“ ‰Ëbł x œbŽ p¹œe" ≤Æb¼œÅv� ÊUA" 

 v²NË œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐx œbŽ tÐ éÇ U¹ XÝ«— ·dÞ “« ≤ ÈU¼—«bI� ̈ œuýÅv� p¹œe" f(x)

 v²NË Ë ̈ b"uýÅv� r� Z¹—bðÅtÐx œbŽ tÐ v:U� —bNÅtÐ ≤ ̈ œuý p¹œe" f(x)d²L� È«ÅÁbý Áœ«œ vHM� œbŽ d¼ “« 

 v²NËôUÐ lÐUð —œ t� XHÖ Ê«uðÅv� n¹dFð tÐ UMÐ ¨s¹«dÐUMÐ Æbý b¼«ušx tÐ ≤œuýÅv� p¹œe"  ¨f(x)XLÝ tÐ 

−∞∫rO=¹u"Åv� Ë œË—Åv� 

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

−5

(x −2)2
= −∞

O−1−2 1 2
x

y

−
1

2

1

2

    

x L 1 1 / 5 1 / 9 1 / 99 1 / 999 L→ 2 L ← 2 /001 2 /01 2 /1 2 / 5 3 L

f (x) L −5 −20 −500 −5 ×10
4 −5 ×10

6 L→ −∞ L ← − 5 ×10
6 −5 ×10

4 −500 −20 −5 L



ÅÅÅÅ±∞∞

 —œ «— lÐUð s¹« bŠ ¨—«œu/ “« ÁœUH²Ý« UÐ pM¹«  x = 2ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ 

/ v²NË t� b¼œÅv� ÊUA" eO" lÐUð —«œux œbŽ tÐ ≤ ¨œuýÅv� p¹œe" f(x) XLÝ tÐ −∞ÆœË—Åv� 

 ‰U¦¥∫ bŠ 7:U¹ È«dÐ f(x) =
1

x −1
 —œ   x =1ÆrO¼œÅv� qOJAð «— d¹“ ‰Ëbł 

 t?� v�U~M¼ ¨œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐx œb?Ž tÐ éÇ ·dÞ “« ± d?¹œUI� ¨œuýÅv� p¹œe" f(x)

 v?²?NË Ë b?‡"uýÅv� r� Z‡¹—bðÅt‡Ðx œb?Ž t?‡Ð v:U� Á“«b"« tÐ ± ¨œu?ý p¹œe‡" f(x)v?H?‡M� œb‡Ž d‡¼ “« 

d²L� È«ÅÁbýÅÅÅÅÁœ«œ fÄ Æbý b¼«uš f(x) XLÝ tÐ −∞∫vMF¹ œË—Åv� 

  

lim
x→1

−
f(x) = lim

x→1
−

1

x −1
= −∞

 v?²NËx œb?Ž t?Ð X?Ý«— ·dÞ “« ± d?¹œU?I?� ¨œu?ýÅv� p¹œe" f(x)¯—e?Ð Z?¹—b?ðÅtÐ Ë b?"uýÅv� 

 t?� v?�U~M¼x œb?Ž tÐ ± —«b?I?� ¨œu?ý p?¹œe" v:U� Á“«b"« tÐ f(x)d?ðÅ¯—e?Ð È«ÅÁb?ý Áœ«œ œbŽ d¼ “« 

n¹dFð

ÁbA"

  

x −1 0 1 1/ 5     2    2 / 5 3 4

f (x) −
5

9
−

5

4
−5 −20 −20 −5 −

5

4

y

O
1 4

x
21/5 2/5

−5

    

x 0 0/ 5 0/ 9 0/ 99 0/ 999 L →   ← L 1/001 1/01 1/1 1/ 5 2 L

f (x) −1 −2 −10 −100 −1000 L →                 ← L 1000 100 10 2 1 L
 

                                                                       − ∞    + ∞

±



ÅÅÅÅ±∞±

R

h

 fÄ Æbý b¼«ušf(x) XLÝ tÐ +∞∫XBUŠ s¹« —œ vMF¹ ÆœË—Åv� 

  

lim
x→1

+
f(x) = lim

x→1
+

1

x −1
= +∞

 lÐUð —œ s¹«dÐUMÐf(x) =
1

x −1
 v²NË x œbŽ tÐ ±∫r¹—«œ œuýÅv� p¹œe" 

  

lim
x→1

−
f(x) =

1

x −1





 = −∞    ,    lim

x→1
+

f(x) =
1

x −1





 = +∞

Æb¼œÅv� ÊUA" «— ôUÐ  U³ÝU×� v²Ý—œ eO" lÐUð  «dOOGð —«œu/

 ‰U¦µ∫ XÐUŁ r−Š tÐ È«Åt"«u²Ý« VÁbŽUN ŸUFý ÆXÝ« Ábý Áœ«œ Ï «— t"«u²Ý« R«— Ê¬ ŸUHð—« Ë 

hÁbŽUN ŸUFý t� v�U~M¼ «— t"«u²Ý« ŸUHð—«  «dOOGð rO¼«ušÅv� ÆrO�U"Åv� ÏvÝ—dÐ ̈ bM�Åv� dOOGð t"«u²Ý« 

ÆrOM�

∫t� rO"«œÅv�

 ŸUHð—«× ÁbŽUN XŠU=� =t"«u²Ý« r−Š 

∫s¹«dÐUMÐ

  

V = π R2 × h   ⇒  h =
V

π R2

x −1 0
1

2
   1   

3

2
2 3

f(x) − 1

2
−1 −2 2 1

1

2

n¹dFð

ÁbA"

1 1/5 2 3
x

y

1

2

−1

O

−1

−2



ÅÅÅÅ±∞≤

�«ÒtM�«œ UÏ  «dOOGð RÁ“UÐ Ï   (0,+∞ )∫s¹«dÐUMÐ XÝ« 

lim
R→0

+
h = lim

R→0
+

V
π R2

= +∞

 XOL� Ëœ fÄR Ë h ÁU?Öd?¼ t� b"«Åt²=Ð«Ë d~¹bJ¹ tÐ ÊUMÇ R œuý p¹œe" dH� tÐ hXLÝ tÐ 

+∞ÆœË—Åv� 

 ‰U?¦?∂∫ l?ÐU?ð Ëœ bŠ 
  
f
1
(x) = x − 3 Ë 

  

f
2
(x) =

1

f
1
(x)

=
1

x − 3
—œ «—   x = 3t?³?ÝU?×?� UÐ Ï

 d¹œUI�
  
f
1
(x) Ë 

  
f
2
(x) UÐ dþUM²� x p¹œe" ÈU¼≥ÆrOM�Åv� sOOFð d¹“ ‰Ëbł pL�ÅtÐ 

 œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐ

  

lim
x→3

(x − 3) =0 U�« lim
x→3

1

x − 3
 UÐ XÝ« dÐ«dÐ +∞ U¹ −∞dÐUMÐ ¨

 t�ÅÊ¬x tÐ éÇ ·dÞ “« U¹ XÝ«— ·dÞ “« ≥Æœuý p¹œe" 

∫t?²J� t?� rO"«œÅv� 

  

lim
x→0

x2 =0 Ë lim
x→0

1

x2
= +∞ X?O?¼U� —œ U¼bŠ t"uÖÅs¹« ◊U³ð—« Æ U¼d=�

v?� d?ðÅ¯—e?Ð d?=?� —«b?I� ¨œuýÅv� dðÅpÇu� d=� ÃdV� v²NË t� XÝ« t²HN"ÅO?"«u?ðÅv� s¹«dÐUMÐ ÆœœdÖr?

∫t� r¹dO~Ð t−O²" sOMÇ

 ÁU?Öd¼ ‡‡ nB«

  

lim
x→x0

f(x) =0 Á—«uL¼ Ë   f(x) > 0 ® v?MF¹f(x)p?¹œe?" dH� tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ 

∫ÁUÖÅÊ¬ ¨©œuý

  

lim
x→x0

1

f(x)
= +∞

 ÁU?Öd¼ ‡‡ »

  

lim
x→x0

f(x) =0 Á—«u?L¼ Ë   f(x) < 0 v?MF¹ ¨f(x)p?¹œe?" d?H?� tÐ vHM� d¹œUI� UÐ 

∫ÁUÖÅÊ¬ ¨œuý

  

lim
x→x0

1

f(x)
= −∞

x L1 2 2 / 5 2 / 9 2 / 99 2 / 999 L → 3 ← L 3 /001 3 /01 3 /1 3 / 5 4 L

x − 3 L −1 −0/ 5 −0/1 −0/01 −0/001 L → 0 ← L 0/001 0/01 0/1 0/ 5 1 L

1

x − 3
L −1 −2 −10 −100 −1000 L → −∞    + ∞ ← L 1000 100 10 2 1 L



ÅÅÅÅ±∞≥

∫bOM� tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦� tÐ

lim
x→0

−

1

x
= −∞ ®»lim

x→0
+

1

x
= +∞ ®nB«

lim
x→0

−

−2

x
= +∞ ® lim

x→0
+

−2

x
= −∞ ®Û

lim
x→2

−11

(x −2)2
= −∞ ®Ãlim

x→−3
+

4

(x + 3)2
= +∞ ®À

lim
x→3

−

5

(x − 3)3
= −∞ ®ı

s¹d9

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ “« p¹ d¼

  

lim
x→−2

−

4x

(x +2)2
 ®Ûlim

x→2
−

3

x −2
 ®»lim

x→1
+

2x + 3

x −1
 ®nB«

  

lim
x→2

−

−x + 3

(x −2)3
 ®Ã

  

lim
x→3

+

2x + 3

(x − 3)2
 ®À

  

lim
x→−1

+

−1

(x +1)2
 ® 

  

lim
x→0

−1

x4
 ®Œ

  

lim
x→

1

2

4

2x −1
 ®Õlim

x→2

3x + 5

x2 − 4
 ®ı

  

lim
x→1

−5x2

x2 −1
 ®—

  

lim
x→3

x +1

x2 −9
 ®–

  

lim
x→−1

1

(x +1)4
 ®œ

  

lim
x→π +

9

tan(3x −
π
3

) ®‘

  

lim
x→π +

2

tan2 x
 ®”

  

lim
x→π +

2

tan x
 ®“

  

lim
x→

π +

2

1

cosx
 ®◊

  

lim
x→0

−

1

sin x
 ®÷

  

lim
x→0

+
cot3 x ®’

  

lim
x→π −

3

tan x + 3

tan x − 3

 ®Ÿ

  

lim
x→0

+

1

1− cosx
 ®ÿ



ÅÅÅÅ±∞¥

 b?M?"U?� vFÐUð dÖ«y = f(x)b?M?"U� È«ÅÁ“UÐ —œ 

(a,+ ∞ ) v?~?"u?~?Ç r?O?¼«u?V?Ð Ë býUÐ Ábý n¹dFð

 ¯—e?Ð d¹œUI� È«dÐ «— Ê¬ —«œu/xÆrO¼œ hOVAð 

 d?¹œU?I?� Êb?ý ¯—e?Ð UÐ b¹UÐx r?O?¼œ h?O?VAð f(x)x →

→

1
x

x

y

U?¦?� È«dÐ ÆbM�Åv� dOOGð t"u~Ç lÐUð È«dÐ ‰

  
y =

1

x
  d?¹œUI� Êbý ¯—eÐ UÐ x ÈU?¼—«bI� ¨

  

1

x
pÇu� 

 ¯—eÐ d¹œUI� È«dÐ lÐUð s¹« —«œu/ Æb"uýÅv� p¹œe" dH� tÐ Ë b"uýÅv�xÆXÝ« ôUÐ qJý tÐ 

 7?:— UÐ bM¹uÖÅv� œ—u� s¹« —œx X?LÝ tÐ +∞ lÐUð —«bI� 

  
y =

1

x
Æœu?ýÅv� p¹œe" dH� tÐ 

 lÐUð d¼ È«dÐ vK� —uÞÅtÐy = f(x) Á“UÐ ÈË— t� (a,+ ∞ ) dOG²� Êbý ¯—eÐ UÐ Ë býUÐ Ábý n¹dFð x

 ÈU¼—«bI�f(x) bM"U� v�Uš œbŽ tÐ L t� È«Åt"uÖÅtÐ b"uý p¹œe" f(x)rO¼«uVÐ t� —«bI� d¼ tÐ b"«u²Ð 

 tÐL t� Ê¬ ◊dý tÐ œuý p¹œe" x 7:— UÐ rO¹uÖÅv� XBUŠ s¹« —œ ¨býUÐ Ábý ¯—eÐ v:U� Á“«b"« tÐ xÅ

 XLÝ tÐ+∞ ¨f(x) XLÝ tÐ L —œ lÐUð s¹« bŠ Ë œuýÅv� p¹œe" +∞ dÐ«dÐ L∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

lim
x→+∞

f(x) = L

 ∫‰U¦� È«dÐlim
x→+∞

1

x
=0

 b?M?"U?� vFÐUð dÖ« sOMâL¼y = f(x) b?M"U� È«ÅÁ“UÐ —œ (−∞ ,a)r?O?¼«uVÐ Ë býUÐ Ábý n¹dFð 

 ¯—e???Ð o???K???D???�—b???N ÿU???( “« v???H???M???� d??¹œU??I??� È«d??Ð «— Ê¬ —«œu??/ v??~??"u??~??Çxh???O??V??A??ð 

 d¹œUI� Êbý r� UÐ b¹UÐ ¨rO¼œx rO¼œ hOVAð ¨vHM� œ«bŽ« —œ f(x)‰U¦� È«dÐ ÆbM�Åv� dOOGð t"u~Ç Å

x→

→

1
x

x

y

 l?ÐU?ð d?¼ È«dÐ vK� —uÞ tÐy = f(x) Á“UÐ ÈË— t� (−∞ ,a)Êb?ý r?� U?Ð Ë býUÐ Ábý n¹dFð 

 lÐUð È«dÐ

  

y =
1

x
d¹œUI� Êbý r� UÐ xvHM� œ«bŽ« —œ 

Ë ÈU¼—«bI� ̈ oKD� —bN ÿU( “« U¼ÅÊ¬ Êbý ̄ —eÐ 

  

1

x

—«œu/ Æb"uýÅv� p¹œe" dH� tÐ Ë b"uýÅv� pÇu�

 ¯—eÐ d¹œUI� È«dÐ lÐUð s¹«xÆXÝ« qÐUI� qJý tÐ 

 7?:— U?Ð b?M?¹u?ÖÅv� œ—u� s¹« —œxX?L?Ý tÐ 

−∞ lÐUð —«bI� 

  

y =
1

x
ÆœuýÅv� p¹œe" dH� tÐ 



ÅÅÅÅ±∞µ

 d?¹œUI�x ÈU?¼—«b?I� ¨vHM� œ«bŽ« —œ f(x) b?M?"U� v�Uš œbŽ tÐ L t?� È«Åt?"uÖÅtÐ b"uý p¹œe" f(x)

 tÐ rO¼«uVÐ t� —«bI� d¼ tÐ b"«u²ÐL t� Ê¬ ◊dý tÐ œuý p¹œe" xÁbý r� vHM� œ«bŽ« —œ v:U� Á“«b"« tÐ 

 7:— UÐ rO¹uÖÅv� XBUŠ s¹« —œ ̈ býUÐx XLÝ tÐ −∞ ̈f(x) XLÝ tÐ LlÐUð s¹« bŠ Ë œuýÅv� p¹œe" 

 —œ−∞ dÐ«dÐ L∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

lim
x→−∞

f(x) = L

 ∫‰U¦� È«dÐ

  

lim
x→−∞

1

x
=0

 ‰U¦±∫ d?Ö« ÆbÝ—Åv� VOÝ nB" p¹ d¼ tÐ ÆrOM�Åv� rO=Ið dH" Ëœ ÊUO� dÐ«dÐ —uÞÅtÐ «— v³OÝ ≤

 ÊUO� «— VOÝ≥ p¹ d¼ tÐ rOM� rO=Ið ÈËU=ð tÐ dH" 

  

2

3
 rO=Ið “« Ë bÝ—Åv� VOÝ ≥ ÊUO� VOÝ ¥rNÝ ̈ dH" 

 p¹ d¼

  

3

4
Ær?O?¼œÅv� t�«œ« dH" p¹ g¹«e:« qÐUI� —œ VOÝ p¹ ÊœËe:« UÐ «— rO=Ið s¹« ÆœuýÅv� VOÝ 

Á—ULý t� v�U~M¼Ï tÐ  «dH" ±∞∞ U¼ÅVOÝ œ«bFð bÝ—Åv� ππ dH" d¼ rNÝ Ë XÝUð 

99

100
=0/ 99œuýÅv� 

Á—U?Lý v²NË ËÏ  «dH" ±∞∞∞Á—U?Lý býUÐ Ï U¼ÅVOÝ πππ d?H" d¼ rNÝ Ë 

999

1000
=0/ 999—U?Jý¬ ÆXÝ« 

Á—ULý —bN d¼ XÝ«ÏrO¼œ t�«œ« ÊUMâL¼ «— b"Ë— s¹« dÖ« ÆœuýÅv� dðÅgOÐ dH" d¼ rNÝ œuý dðÅgOÐ  «dH" 

øbý b¼«uš tÇ dH" d¼ rNÝ ÂU$«dÝ

Á—U?Lý dÖ«Ï U?Ð «—  «d?H" x “« v?F?ÐU?ð t� «— dH" d¼ rNÝ Ë x U?Ð XÝ« f(x)r?O?¼«u?š rO¼œ ÊUA" 

∫Xý«œ

f(x) =
x −1

x

 lÐUð bŠ 7:U¹ ¨v¹UN" aÝUÄ f —œ +∞ »«uł Ë vÝ—dÐ ‰Ëbł p¹ qOJAð UÐ «— VKD� s¹« ¨XÝ«

ÆbOM� «bOÄ «—

 ‰U?¦≤∫ l?ÐU?ð f(x) =
1

x
 d?¹œU?I?� Ë r?¹d?O?ÖÅv� dE"—œ «— f(x) È«dÐ «— x¯—e?Ð v?:U?� —b?NÅt?Ð ÈU¼

ÆrO=¹u"Åv� d¹“ ‰Ëbł —œ Ë rOM�Åv� t³ÝU×�

    

x L 10 100 1000 10000 100000 L → +∞

f (x) =
1

x
L 0/1 0/01 0/001 0/0001 0/00001 L → 0



ÅÅÅÅ±∞∂

x −2 −1 − 1

2
    0    

1

2
1 2

y − 1

2
−1 −2 2 1

1

2

n¹dFð

ÁbA"

O

y

x

 v²NË t� b¼œÅv� ÊUA" ‰Ëbł s¹«x XLÝ tÐ +∞ œË—Åv� 

  

1

x
∫vMF¹ ÆœuýÅv� p¹œe" dH� tÐ 

lim
x→+∞

1

x
=0

 d¹œUI� sOMÇÅr¼f(x) È«dÐ x‰Ëbł —œ Ë t³ÝU×� «— bM²=¼ ¯—eÐ oKD�—bN ÿU( “« t� vHM� ÈU¼

∫rO=¹u"Åv� d¹“

 v??²??NË œu?ýÅv?� Áb?¹œ t?� È—u?ÞÅt?Ðx X??L?Ý t?Ð −∞ ¨œË—Åv?� 

  

1

x
 t??Ð ∞v??M??F?¹ œu?ýÅv?� p?¹œe?" 

  

lim
x→−∞

1

x
=0

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐlim
x→−∞

1

x
=0         Ë  lim

x→+∞

1

x
=0

—œ t?� b¼œÅv� ÊUA" eO" lÐUð —«œu/x Ë ¯—e?Ð X³¦� ÈU¼x¨¯—e?Ð oKD�—bN ÿU( “« vHM� ÈU¼

f(x) tÐ ∞ÆœuýÅv� p¹œe" 

    

x −∞ ← L −100000 −10000 −1000 −100 −10 L

f(x) 0 ← L −0/00001 −0/0001 −0/001 −0/01 −0/1 L



ÅÅÅÅ±∞∑

∫t� b¼œÅv� ÊUA" ôUÐ ‰Ëbł

lim
x→+∞

2x −1

x +2
= 2       ,       lim

x→−∞

2x −1

x +2
= 2

∫t?²?J� t?� r¹b¹œ 

  

lim
x→+∞

1

x
=0 Ë 

  

lim
x→−∞

1

x
=0 s?O?M?ÇÅr¼ ÆXÝ« 

  

lim
t→0

t =0 d?Ö« fÄ ¨

  
t =

1

x

∫Xý«œ rO¼«uš

lim
x→± ∞

1

x
= lim

t→0

t =0

t³ÝU×� Ê«uðÅv� dOG²� i¹uFð s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ VOðdð s¹« tÐÏ —œ bŠ ∞t³ÝU×� tÐ «— ÏdH� —œ bŠ 

  (t →0)ÆbO"«œdÖ“UÐ 

 bŠ ôUÐ VKD� “« ÁœUH²Ý« UÐ pM¹«

  

2x −1

x +2
 —œ «— ± ∞Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

2x −1

x +2
=

x(2−
1

x
)

x(1+
2

x
)
=

2−
1

x

1+
2

x

  ,   x ≠0

  

1

x
= t  ⇒  lim

x→± ∞

2x −1

x +2
= lim

t→0

2− t
1+2t

=
2−0

1+0
= 2

 —œ ôUÐ d=� bŠ s¹«dÐUMÐ± ∞ UÐ dÐ«dÐ ≤ÆXÝ« 

 ‰U¦¥∫ bŠ 

  

6x −1

2x + 3
 —œ «— ± ∞ÆbOM� sOOFð 

∫Xýu" Ê«uðÅv�

  

6x −1

2x + 3
=

x(6 −
1

x
)

x(2+
3

x
)
=

6 −
1

x

2+
3

x

  ,   
1

x
= t

 ‰U¦≥∫ lÐUð —œ f(x) =
2x −1

x +2
 “« v¹U¼—«bI� È«dÐ «— lÐUð d¹œUI� xr¹«Åt²ýu" d¹“ ‰Ëbł —œ t� 

 —œ «— lÐUð bŠ Ê¬ ÈË— “« Ë rO=¹u"Åv� œuš ÈUł —œ Ë rOM�Åv� t³ÝU×�+∞ —œ −∞ÆrOM�Åv� hVA� 

    

x    − ∞    ← L −100000 −10000 −1000 −100 0 100 1000 10000 100000 L → +∞

f (x)    2    ← L 2 /00005 2 /0005 2 /005 2 /05 −
1

2
1 / 951 1 / 995 1 / 9995 1 / 99995 L → 2



ÅÅÅÅ±∞∏

  

lim
x→± ∞

6x −1

2x + 3
= lim

t→0

6 − t
2+ 3t

=
6 −0

2+0
= 3

  

⇒  lim
x→± ∞

6x −1

2x + 3
= 3

 ‰U¦µ∫ d=� 

  

−2x2 + x −1

x2 + 7x +2
 —œ «— d=� s¹« bŠ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ± ∞ÆrOM� sOOFð 

 ÊuÇ  x ≠0¨XÝ« 

  

−2x2 + x −1

x2 + 7x +2
=

x2(−2+
1

x −
1

x2
)

x2(1+
7

x +
2

x2
)

  

1

x
= t  ⇒  lim

x→±∞
f(x) = lim

t→0

−2+ t − t2

1+ 7t +2t2
=
−2+0−0

1+0+0
=
−2

1
= −2

  

⇒  lim
x→±∞

−2x2 + x −1

x2 + 7x +2
= −2

 ‰U¦∂∫ bŠ 

  

3x +1

x + x +1
 —œ «— +∞ÆrOM�Åv� sOOFð ¨

  

3x +1

x + x +1
=

x(3 +
1

x
)

x(1+
1

x
+

1

x2
)

    ,     
1

x
= t     ,     0 < t

  

⇒  lim
x→+∞

f(x) = lim
t→0

+

3 + t

1+ t + t2
=

3

1
= 3

→

x →

2x

x

y

 —œ lÐ«uð bŠ t³ÝU×� —œ+∞ Ë −∞ d¹œUI� Êbý ¯—eÐ UÐ XÝ« sJ2 x ÈU¼—«bI� ¨f(x)tÐ 

 d¹œUI� Ë b"uA" p¹œe" v�Uš œbŽf(x)dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« Ë b"uý ¯—eÐ eO" 

ö?¦� Æb"uýÎ l?ÐUð œ—u� —œ   
y = x2

 Êb?ý ¯—e?Ð U?Ð Ë X?Ý« qJý sOL¼ tÐ XOF{Ë x —«bI� ¨  x2
e?O" 

ÊUA" «— VKD� s¹« eO" lÐUð —«œu/ ÆœuýÅv� dðÅ¯—eÐ È«ÅÁbý Áœ«œ gOÄ “« œbŽ d¼ “« Ë œuýÅv� ¯—eÐ

Æb¼œÅv�



ÅÅÅÅ±∞π

 7:— UÐ t� XÝ« Ê¬ ÈUMF� tÐ s¹«x XLÝ tÐ +∞ ̈  x2
 XLÝ tÐ eO" +∞vK� XBUŠ —œ ÆœË—Åv� 

 lÐUð p¹ È«dÐf Á“UÐ p¹ —œ t� (a,+∞ ) 7:— UÐ dÖ« XÝ« Ábý n¹dFð x XLÝ tÐ +∞ ¨f(x)tÐ eO" 

 XLÝ+∞ —œ lÐUð s¹« bŠ rO¹uÖ ÆœËdÐ +∞ ¨+∞∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ« 

lim
x→+∞

f(x) = +∞

 ‰U¦� È«dÐlim
x→+∞

x2 = +∞Æ

 7:— UÐ dÖ« U�«x XLÝ tÐ +∞ ¨f(x) XLÝ tÐ −∞ —œ lÐUð s¹« bŠ rO¹uÖ ÆœËdÐ +∞ ¨−∞

∫rO=¹u"Åv� Ë XÝ«

lim
x→+∞

f(x) = −∞

 ‰U???¦???� È«d???Ðlim
x→+∞

− x2 = −∞ r????O???¼U???H???� t???ÐU???A???� q???J???ý t???Ð Ælim
x→−∞

f(x) = +∞Ë 

lim
x→−∞

f(x) = −∞ö¦� Æb"uýÅv� n¹dFð Î 

  

lim
x→−∞

x2 = +∞ Ë 

  

lim
x→−∞

− x2 = −∞Æ

 ‰U¦±∫tDI" Ï XÐUŁ A ÷dŽ tÐ «— ± —u×� ÈË— ytDI" Ë U¼Ï dOG²� M ‰uÞ tÐ «—   (x > 0)xÈË— 

x

y

A

x MO

1

 jšÅÁ—UÄ ‰uÞ dÖ«AM “« vFÐUð t� «— x XÝ« f(x)∫Xý«œ rO¼«uš ¨rO�UMÐ 

  f(x) = x2 +1

«d¹“

    OA =1 ,  OM = x  ,  AOM
∧

= 90
o  ⇒  AM2 = OM2 +OA2

                             = x2 +1

t−O²"—œ

AM = x2 +1

 “« t?²?:dÖ dE"—œ U¼Å‰uÞ —u×�A tÐ MÆr?OM�Åv� q�Ë 

 j?šÅÁ—U?Ä ‰u?Þ  «d?OOGð ÁUÖÅÊ¬AM‰u?Þ  «d?OOGð UÐ «— 

 jšÅÁ—UÄOMg¹«e:« UÐ t� œuýÅv� Áb¹œ ÆrOM�Åv� t=¹UI� 

 ‰u?ÞOMÁ“«b"« Ï j?šÅÁ—U?Ä AMË b?ÐU?¹Åv?� g?¹«e:« eO" 

t?D?I?" t� v�U~M¼Ï M —u?×?� X³¦� XNł —œ x—U?O?=Ð U¼

 v?MF¹ ¨œuý —Ëœx X?LÝ tÐ +∞œËd?Ð Á“«b"« ¨Ïj?šÅÁ—UÄ 

AM XLÝ tÐ eO" +∞ÆœË—Åv�



ÅÅ±±∞

 v²�Ë t
 b¼œÅv� ÊUA� ‰Ëbł s¹«x XLÝ tÐ −∞ ¨œË—Åv� f(x) XLÝ tÐ eO� −∞Ë œË—Åv� 

t
 v�U~M¼ x  XLÝ tÐ+∞ ¨œË—Åv� f(x) XLÝ tÐ eO� +∞ÆœË—Åv� ∫r¹—«œ vMF¹ 

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

(x) = −∞

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x) = +∞

∫Xýu� Ê«uðÅv� t)öš —uÞÅtÐ lim
x→± ∞

(x) = ± ∞

 ‰U¦�≥∫ lÐUð   f(x) = x2 +1 d¹œUI� Ë r¹dOÖÅv� dE�—œ «— f(x)oKD�—b� ÿU×7 “« d¹œUI� UÐ dþUM²� 

 ¯—eÐx∫rO;¹u�Åv� v7Ëbł —œ Ë Áœd
 t³ÝU×� «— 

 v²�Ë t
 bO¼œ ÊUA� lÐUð  «dOOGð ‰Ëbł qOJAð UÐx XLÝ tÐ t
 +∞ ̈  œËdÐ f(x) XLÝ tÐ eO� +∞

ÆœË—Åv�

 ‰U¦�≤∫ v�UL¼ lÐUð f(x)=x d¹œUI� Ë r¹dOÖÅv� dE�—œ «— f(x) UÐ dþUM²� xoKD�—b� ÿU×7 “« ÈU¼

ÆrO;¹u�Åv� d¹“ ‰Ëbł —œ Ë rOM
Åv� t³ÝU×� vHM� Ë X³¦� ¯—eÐ

∫t
 b¼œÅv� ÊUA� ‰Ëbł s¹«

  

lim
x→+∞

(x2 +1) = +∞ Ë 

  

lim
x→−∞

(x2 +1) = +∞

∫t)öš  —u)ÅtÐ 

  

lim
x→± ∞

(x2 +1) = +∞

t²J�Ï ±∫ t
 r¹b¹œ lim
x→± ∞

(x) = ± ∞ Ê«uð bŠ tÐ tłuð UÐ Æn lÐUð bŠ ¨lÐUð p¹ Â«f(x) = xn

®  n —œ ©X³¦� `O×) œbŽ+∞ Ë −∞∫œuýÅv� sOOFð d¹“  —u)ÅtÐ 

 dÖ«  n = 2k¨ÁUÖÅÊ¬ 

lim
x→−∞

xn = +∞ Ë lim
x→+∞

xn = +∞

x    − ∞    ← L −10000 −1000 −100 −10 0 10 100 1000 10000 L →   + ∞   

f (x)   − ∞    ← L −10000 −1000 −100 −10 0 10 100 1000 10000 L → +∞

x    − ∞ ← L −100000 −10000 −1000 −100 0 100 1000 10000 100000 L →   + ∞   

f (x)   + ∞ ← L 10
10 +1 10

8 +1 10
6 +1 10

4 +1 1 10
4 +1 10

6 +1 10
8 +1 10

10 +1 L → +∞



ÅÅ±±±

 dÖ«  n = 2k +1¨ÁUÖÅÊ¬ 

lim
x→−∞

xn = −∞ Ë lim
x→+∞

xn = +∞

 l?ÐU?ð bŠ vMF¹f(x) = xn
—œ ± ∞ t?
 v²7UŠ n d?Ð«d?Ð býUÐ ÃË“ ÈœbŽ +∞ t?
 v�U~M¼ Ë ¨XÝ« n

 ¨býUÐ œdO ÈœbŽlim
x→+∞

xn = +∞ Ë lim
x→−∞

xn = −∞Æ∫rO;¹u�Åv� t)öš —uÞÅtÐ X7UŠ s¹« —œ 

lim
x→± ∞

xn = ± ∞

 ‰U¦�±∫ bŠ   f(x) = x2
 —œ± ∞ UÐ XÝ« dÐ«dÐ +∞

 ‰U¦�≤∫ bŠ   f(x) = x3
—œ± ∞ UÐ XÝ« dÐ«dÐ ± ∞∫vMF¹ 

lim
x→−∞

x3 = −∞ Ë lim
x→+∞

x3 = +∞

t²J�Ï ≤∫ dÖ«   a ≠0 bŠ býUÐ vIOIŠ ÈœbŽ f(x) = axn
 ® n —œ «— ©X³¦� `O×) œbŽ ± ∞

 X�öŽ tÐ tłuð UÐaÆr¹—Ë¬ XÝœÅtÐ rO�«uðÅv� 

‰U¦�

lim
x→+∞

2x2 = 2(+∞ ) = +∞             lim
x→+∞

(−2x2) = −2(+∞ ) = −∞

  

lim
x→+∞

2x3 = 2(+∞ ) = +∞             lim
x→−∞

(−2x3 ) = −2(−∞ ) = +∞

 —œ ÈU¼bŠ È«dÐ lÐ«uð rO;Ið Ë »dCK)UŠ Ë ŸuL−� bŠ ÈU¹UC�± ∞œ«bŽ« bŠ —«bI� t
 

 bŠ t
 vFÐ«uð œ—u� —œ b¹U³� «— U¹UC� s¹« U�« ÆXÝ« —«d�dÐ eO� ̈ bMýUÐ± ∞lÐ«uð «d¹“ ÆœdÐ —U
ÅtÐ b�—«œ 

 ÈU¼bŠ UÐ± ∞ôu)« ¨ÎÆb�uýÅvL� »u;×� bMýUÐ bŠ È«—«œ t
 vFÐ«uð Ëeł 

—œ U¼ÅÈ«ÅtKLł bMÇ bŠ± ∞∫ È«ÅtKLł bMÇ f(x) = 2x3 + 5x2 + 4x −1Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— 

—œ «— Ê¬ bŠ rO¼«ušÅv�± ∞ —U
 s¹« È«dÐ ÆrOM
 t³ÝU×� f(x)∫rO;¹u�Åv� d¹“  —u)ÅtÐ «— 

  
f(x) = 2x3 + 5x2 + 4x −1= 2x3 (1+

5x2

2x3
+

4x
2x3

−
1

2x3
)

= 2x3 (1+
5

2x
+

4

2x2
−

1

2x3
)

∫fÄ

  

lim
x→± ∞

(2x3 + 5x2 + 4x −1) = lim
x→± ∞

2x3 (1+
5

2x
+

4

2x2
−

1

2x3
)

  

= lim
x→± ∞

(2x3 )× lim
x→± ∞

(1+
5

2x
+

4

2x2
−

1

2x3
)



ÅÅ±±≤

—œ ÂËœ e²�«dÄ qš«œ ÈU¼ÅtKLł ŸuL−� bŠ± ∞ UÐ dÐ«dÐ ±∫fÄ XÝ« 

  

lim
x→± ∞

(2x3 + 5x2 + 4x −1) = lim
x→± ∞

(2x3 )×1= lim
x→± ∞

(2x3 ) = ± ∞

  —u?)Åt?Ð È«Åt?K?L?ł b?M?Çd¼ bŠ vK
 —uÞÅtÐ    f(x) = axn + bxn−1 +L+ l ® Ån`?O?×) œbŽ 

—œ ©X³¦�± ∞¨∫vMF¹ XÝ« tł—œ s¹dðÅ¯—eÐ È«—«œ t
 XÝ« Ê¬ “« È«ÅtKLł bŠ ÈËU;� 

lim
x→± ∞

(axn + bxn−1 +L+ l) = lim
x→± ∞

axn

 ‰U¦�±∫ È«ÅtKLł bMÇ bŠ   f(x) = 2x2 + 3x −1—œ ± ∞ bŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ   (2x2)—œ ± ∞¨

∫vMF¹

  

lim
x→± ∞

(2x2 + 3x −1) = lim
x→± ∞

(2x2) = +∞

 ‰U¦�≤∫ lÐUð bŠ   f(x) = −3x2 + 4x + 5—œ ± ∞ bŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ   (−3x2)—œ ± ∞¨∫vMF¹ 

  

lim
x→± ∞

(−3x2 + 4x + 5) = lim
x→± ∞

(−3x2) = −∞

 ‰U?¦?�≥∫ l?ÐU?ð b?Š   f(x) = 3x5 −2x4 + x3 +2x2 +1—œ ± ∞ b?Š U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ   (3x5 )

—œ± ∞¨∫r¹—«œ fÄ 

lim
x→± ∞

(3x5 −2x4 + x3 +2x2 +1) = lim
x→± ∞

(3x5 ) = ± ∞

 ‰U¦�¥∫ lÐUð bŠ   f(x) = −2x3 + 5x2 + 4x −1—œ ± ∞∫XÝ« sOMÇ 

lim
x→± ∞

(−2x3 + 5x2 + 4x −1) = lim
x→± ∞

(−2x3 ) = ± ∞

 l??ÐU??ð b?Š

    
f(x) =

p(x)
q(x)

=
axm + bxm−1+L+ l
′a xn + ′b xn−1+L+ ′l

 —œ ± ∞ ®  m Ën`??O??×??& œ«b?Ž«Å 

∫©X³¦�—œ È«ÅtKLł bMÇ d¼ bŠ ÊuÇ ± ∞tKLł bŠ dÐ«dÐ ̈Ïtł—œ s¹dðÅ¯—eÐ ÏÊ«uðÅv� fÄ ̈ býUÐÅv� Ê¬ 

∫Xýu�

    
lim

x→± ∞

axm + bxm−1 +L+ l

′a xn + ′b xn−1 +L+ ′l
= lim

x→± ∞

axm

′a xn = lim
x→± ∞

(
a
′a
xm−n )

∫b¹¬Åv� gOÄ d¹“ X7UŠ tÝ “« vJ¹ s¹«dÐUMÐ

 ‰Ë« X+UŠm > n

  

m > n  ⇒  m − n > 0 ⇒  lim
x→± ∞

(
a

′a
xm−n ) = ± ∞



ÅÅ±±≥

tł—œ v²�Ë ∫vMF¹Ïtł—œ “« d;
  —u) Ï—œ d;
 bŠ ̈ XÝ« dðÅgOÐ d;
 Ãd]� ± ∞¨ dÐ«dÐ ∞

 X�öŽ tÐ v~²;Ð Ê¬ X�öŽ Ë XÝ«

a

′a
 ÊœuÐ œdO U¹ ÃË“ Ë m − nÆœ—«œ 

∫‰U¦�Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼d;
 bŠ ôUÐ ‘Ë— ÊœdÐ —U
ÅtÐ UÐ 

  

lim
x→± ∞

2x3 + x2 − x +1

5x2 − x +6

= lim
x→± ∞

2x3

5x2
= lim

x→± ∞
(
2

5

x) = ± ∞ ®Å±

«d¹“

  

lim
x→+∞

(
2

5

x) = +∞     ,   lim
x→−∞

(
2

5

x) = −∞

  
lim

x→± ∞

−2x2 + x −1

4x + 3
= lim

x→± ∞
(
−2x2

4x
) = lim

x→± ∞
(− 1

2
x) = ± ∞ ®Å≤

«d¹“

  

lim
x→+∞

(−
1

2

x) = −∞   ,   lim
x→−∞

(−
1

2

x) = +∞

  

lim
x→± ∞

4x3 +2x −1

2x + 5

= lim
x→± ∞

(
4x3

2x
) = lim

x→± ∞
(2x2) = +∞ ®Å≥

«d¹“

  

lim
x→+∞

(2x2) = +∞   ,   lim
x→−∞

(2x2) = +∞

  

lim
x→± ∞

3x4 −2x2 + 5

−2x2 + x −1

= lim
x→± ∞

(
3x4

−2x2
) = lim

x→± ∞
(−

3

2

x2) = −∞ ®Å¥

«d¹“

  

lim
x→+∞

(−
3

2

x2) = −∞   ,   lim
x→−∞

(−
3

2

x2) = −∞

 ÂËœ X+UŠm=n

  

m = n  ⇒  m − n =0 ⇒  lim
x→± ∞

(
a

′a
xm−n ) =

a

′a

tł—œ v²�Ë vMF¹Ïtł—œ Ë  —u) Ï—œ d;
 bŠ ¨b�dÐ«dÐ d;
 Ãd]� ± ∞ dÐ«dÐ ∫UÐ XÝ«

                                                               tł—œ s¹dðÅ¯—eÐ V¹d{Ï —u) 

 

                                               

tł—œ s¹dðÅ¯—eÐ V¹d{                                                               ÏÃd]� 

∫‰U¦�

  

lim
x→± ∞

6x −1

2x + 3

=
6

2

= 3 ®Å±

  

lim
x→± ∞

−2x2 + x −1

x2 + 7x +2

=
−2

1

= −2 ®Å≤



ÅÅ±±¥

  

lim
n→+∞

5n3 +6n −2

2n3 −6n + 4

=
5

2

 ®Å≥

  

lim
x→± ∞

6xn − x2 + 5

−2xn + 3x − 4
=

6

−2
= −3 ®Å¥

 ÂuÝ X�UŠm<n

  

m < n  ⇒  m − n < 0 ⇒  lim
x→± ∞

(
a
′a
xm−n ) = lim

x→± ∞
(

a

′a xn−m ) =0

tł—œ v²Ë vMF¹Ïtł—œ “« d��  —u� Ï—œ d�� bŠ ̈ XÝ« dðÅr� d�� Ãd#$ ± ∞dH� ÈËU�$ 

ÆXÝ«

∫‰U¦�

  

lim
x→± ∞

2

3x + 4
=0 ®Å±

  

lim
x→± ∞

2x + 5

3x2 + x +2
=0 ®Å≤

  

lim
n→± ∞

2n2 + n −1

n3 + n2 − 5
=0 ®Å≥

∫t²J� lÐUð t� U¼ÅX-UŠ všdÐ —œ f(x)Â«b�ÅêO¼ U¹ ¨Ê¬ Ãd#$ U¹ ¨d��  —u� U$« ¨XÝ« Èd�� 

È«—«œ t?� Ãd?#?$ Ë  —u?� “« v?¹U?¼Åt?K?L?ł “« Èd?O?Ö—u²�U8 UÐ Ê«uðÅv$ r¼ “UÐ ¨bM²�O9 È«ÅtKLł bMÇ

ÆbOM� tłuð d¹“ ÈU¼Å‰U¦$ tÐ Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— lÐUð bŠ ¨bM²�¼ tł—œ s¹dðÅ¯—eÐ

  

lim
x→± ∞

x2 + x +2

2x2 + x2 +1

= lim
x→± ∞

x2(1+
1

x
+

2

x2
)

x2(2+
1

x2
+

1

x4
)

 ®Å±

   

  

= lim
x→± ∞

(1+
1

x
+

2

x2
)

2+
1

x2
+

1

x4

=
1+0+0

2+ 0+0
=

1

2+0
=

1

2

  

lim
x→+∞

−3x + x +1

6x + 4x2 −1

= lim
x→+∞

x(−3 +
1

x
+

1

x2
)

x(6 + 4−
1

x2
)

=
−3 + 0+0

6 + 4−0
=

−3 +0

6 +2
=

−3

8
 ®Å≤



ÅÅ±±µ

s¹dLð

—œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ bŠ± ∞ —œ bŠ jIO dš¬ s¹dLð Ëœ —œ ÆbOM
 sOOFð ̈+∞XÝœÅtÐ «— 

Æb¹—Ë¬

y =
2

7
x +1  ®Å≤y =

−1

3
x +4   ®Å±

  
y = −2x2 − x + 3 ®Å¥

  
y = 3x2 − x +2  ®Å≥

  
y = −x3 + 3x −2 ®Å∂

  
y = x3 +2x2 −1 ®Åµ

  
y = 3x4 + 5x2 −1 ®Å∏

  
y = −(2x −1)3

 ®Å∑

  
y = x5 − 3x3 + x −1 ®Å±∞

  
y = −x4 + x2 +2 ®Åπ

y =
−3x +2

x
 ®Å±≤y =

2x +1

x −1
 ®Å±±

  

y =
4x3 − x2 +1

−2x3 + x −2
 ®Å±¥

  

y =
−x2 +2

3x2 + 5x +1
 ®Å±≥

  

y =
12xn − x2 +1

6xn + x3 +2
(n ∈ N,n > 3) ®Å±µ

y =
x − 5

2x2 + x −1
 ®Å±∑

  

y =
3x2 + 5x −1

x3 + 7x −2
 ®Å±∂

  

y =
3xn − 7x +2

2xn+1+6xn −1
(n ∈ N,n > 1) ®Å±∏

  
y =

6x2 + x −2

3x − 5
 ®Å≤∞y =

2x +1

3
 ®Å±π

  
y =

2x3 + x −2

x + 3
 ®Å≤≤

  
y =

−3x2 +6x −1

2x − 7
 ®Å≤±

  

y =
−3x2 + x +2

x2 + 5x −1
 ®Å≤¥

  

y =
3x4 + x2 −1

−x2 + 5
 ®Å≤≥

  

y =
2x +1

x2 + x +2
 ®Å≤µ

v~²ÝuOÄ

∫tDI� p¹ —œ v~²ÝuOÄ lÐUð   f(x) = −x2 + 4xdE�—œ XÝ« vLNÝ p¹ t
 «— Ê¬ —«œuL� Ë 

t?L?¼ È«d?Ð l?ÐU?ð s¹« Ær¹dOÖÅv�Ï v?M?F?¹ ¨X?Ý« Áb?ý n?¹dFð vIOIŠ œ«bŽ«   Df = RÆd?¼ È«d?Ð s?¹«dÐUMÐ 

    x0
∈ RtDI� Ï 

  
M

0
x

0
, f(x

0
)( )ê?O¼ —œ vLNÝ rO�«œÅv� t
 È—uÞÅÊUL¼ U�« ÆXÝ« vLNÝ “« È«ÅtDI� 



ÅÅ±±∂

 lÐUð —«bI� ÊuM
«fö¦� ¨tDI� p¹ —œ «— Ê¬ bŠ Ë Î —œ   x =1¨∫r¹—«œ Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

  f(1) = −(1)2 + 4(1) = −1+ 4 = 3

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(−x2 + 4x) = −1+ 4 = 3

 t?
 ‰U¦� s¹« —œ ¨œuýÅv� Áb¹œ t
 È—uÞÅtÐft?DI� —œ Ê¬ bŠ Ë lÐUð —«bI� ¨XÝ« t²ÝuOÄ vFÐUð Ï

  x =1∫vMF¹ ¨b�dÐ«dÐ d~¹bJ¹ UÐ 

lim
x→1

f(x) = f(1) = 3

tDI� d¼ —œ vÖó¹Ë s¹«Ï Á«u]7œ vIOIŠ œbŽ d¼ È«dÐ vK
 —uÞÅtÐ vMF¹ ÆXÝ« —«d�dÐ eO� d~¹œ 
  
x

0

∫r¹—«œ

  

lim
x→x

0

(−x2 + 4x) = −x
0

2 + 4x
0

   Ë     

  

lim
x→x

0

f(x) = f(x
0
)

 lÐUð d~¹œ v7U¦� Ê«uMŽÅtÐ pM¹«

  

f(x) =
x2 − 4

x −2
  ,   x ≠ 2

 1         ,   x = 2






tM�«œ Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— Ïn¹dFð 

tŽuL−� lÐUð s¹«Ï vMF¹ ¨vIOIŠ œ«bŽ«   Df = RÆXÝ« 

 d¼ È«dÐ  x ≠ 2 r¹—«œ   x −2 ≠0∫Xýu� Ê«uðÅv� Ë 

f(x) =
(x −2)(x +2)

x −2
= x +2

∫fÄ

  

f(x) =
x +2  ,  x ≠ 2

 1     ,   x = 2





v?L?N?Ý d?~¹œ  —U³ŽÅtÐ Æœ—«b� vÖb¹dÐ È«ÅtDI�

s?¹« t?Ð ÆX?Ý« t?²?Ýu?O?Ä U¹ tJð p¹ vM×M� p¹

 l?ÐU?ð X?KŽ  f(x) = −x2 + 4xt?²?Ýu?O?Ä e?O� «— 

ÆbM¹uÖÅv�

 l?ÐU?ð —«œu?L?� d?Ö« v?K
 —uÞÅtÐfê?O¼ —œ 

tM�«œ “« È«ÅtDI�Ï¨býUÐ t²ý«b� vÖb¹dÐ gH¹dFð 

 lÐUðfÆbM�U�Åv� t²ÝuOÄ «— 

O

y

x
2

M
0

x
0



ÅÅ±±∑

—«œuL� s¹« ÆrOM
Åv� rÝ— «— lÐUð s¹« —«œuL�

tDI� ŸUL²ł«Ï   A(2,1)—œ UNMð t
 XÝ« jš p¹ Ë 

tDI�Ï   x = 2 œ—«œ vÖb¹dÐ ®tDI� «d¹“ Æ©qJý oÐUD�Ï

  A(2,1)tDI� Ë X;O� jš s¹« ÈË— Ï   B(2,4)eO� 

œuýÅv� t²HÖ XNł s¹bÐ Æœ—«b� oKFð lÐUð —«œuL� tÐ

 —œ l?ÐUð s¹« t
  x = 2 X?;?O� t²ÝuOÄ ®—œ l?ÐUð s¹«

Æ©býUÐÅv� t²ÝuOÄ ◊UI� d¹UÝ

�«ÒtDI� —œ UÏ   x = 2∫r¹—«œ 

  

f(x) =
x2 − 4

x −2
 ,  x ≠ 2

 4        ,  x = 2







∫r¹uýÅv� ÊuLM¼— d¹“ n¹dFð tÐ XýcÖ t
 tâ�¬ “«

∫n¹dFð lÐUð f Á“UÐ —œ t
 I tDI� —œ XÝ« Ábý n¹dFð 
  
x

0
∫ÁUÖd¼ ¨bM¹uÖ t²ÝuOÄ «— Ê¬ tM�«œ “« 

±—œ lÐUð ‡‡
  
x

0
x=ÆbýUÐ t²ý«œ bŠ 

≤ lÐUð bŠ ‡‡ —œ
  
x

0
x= —œ lÐUð —«bI� UÐ 

  
x

0
∫vMF¹ býUÐ dÐ«dÐ 

  

lim
x→x

0

f(x) = f(x
0
)

r
 XÝœ ¨Ê¬ tM�«œ “« tDI� p¹ —œ Ë XÝ« Ábý n¹dFð Á“UÐ p¹ ÈË— t
 vFÐUð ÁUÖd¼ s¹«dÐUMÐ

ÆXÝ« t²ÝuOÄU� tDI� Ê¬ —œ býUÐ t²ý«b� «— ôUÐ ◊dý Ëœ “« vJ¹

 ‰U¦�±∫ lÐUð 

  

f(x) =
−x2 +2x  ,  x ≥ − 1

x2 +1      ,  x < − 1






«— lÐUð s¹« v~²ÝuOÄ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

tDI� —œÏ   x = −1ÆrOM
 vÝ—dÐ 

O 1 2

A(2,1)

y

x

1

O 1 2

B(2,4)

y

x

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

(x +2) = 2+2 = 4 ≠ f(2) =1

 —œ lÐUð bŠ vMF¹  x = 2 —œ lÐUð —«bI� UÐ   x = 2ÆX;O� dÐ«dÐ 

¨ôUÐ lÐUð —œ dÖ«   f(2) ÈËU;� «—¥ lÐUð vMF¹ ¨r¹dO~Ð f —u)ÅtÐ «— 

t?D?I� rOM
 n¹dFðÏ   B(2,4)—«d?� lÐUð —«œuL� ÈË— 

vÖb¹dÐ È«ÅtDI� êO¼ —œ —«œuL� t−O²� —œ Ë œdOÖÅv�

tL¼ —œ lÐUð  —u) s¹« —œ Ë Xý«œ b¼«u]�Ï◊UI� 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ gH¹dFð



ÅÅ±±∏

 —œ lÐUð s¹«  x = −1∫r¹—«œ Ë XÝ« Ábý n¹dFð 

  f(−1) = −(−1)2 +2(−1) = −3

�«ÒU  lÐUðf(x) —œ   x = −1∫«d¹“ X;O� bŠ È«—«œ 

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

(−x2 +2x) = −(−1)2 +2(−1) = −3

  

lim
x→−1

−
f(x) = lim

x→−1
−
(x2 +1) = (−1)2 +1= 2

vMF¹lim
x→−1

+
f(x) = −3 ≠ 2 = lim

x→−1
−
f(x)

 —œ lÐUð s¹« t−O²� —œ  x = −1ÆX;O� t²ÝuOÄ 

 ‰U¦�≤∫ lÐUð 

  

f(x) =
2x2 +1 ,  x ≠ 2

3          ,  x = 2






—œ «— lÐUð s¹« v~²ÝuOÄ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

tDI�Ï   x = 2ÆrOM
 vÝ—dÐ 

 —œ lÐUð s¹«  x = 2 «d¹“ XÝ« Ábý n¹dFð   f(2) = 3 —œ Ë ¨XÝ«   x = 2XÝ« bŠ È«—«œ lÐUð 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ s¹« —«bI� Ë

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

(2x2 +1) = 9

 —œ l?ÐU?ð —«bI� œuýÅv� Áb¹œ t
 È—uÞÅtÐ  x = 2 v?MF¹   f(2) = 3d?Ð«d?Ð tDI� s¹« —œ lÐUð bŠ UÐ 

 X;O�  (3 ≠ 9)tDI� —œ ôUÐ lÐUð s¹«dÐUMÐ ÆÏ   x = 2ÆX;O� t²ÝuOÄ 

 ‰U?¦�≥∫ l?ÐU?ð v?~?²?ÝuOÄ rO¼«ušÅv� 

  

f(x) =
x2 − 3x −1 ,  x ≥ − 2

−4x +1      ,  x < − 2






t?D?I� —œ «— Ï   x = −2

ÆrOM
 vÝ—dÐ

± —œ lÐUð ‡‡  x = −2 r¹—«œ Ë XÝ« Ábý n¹dFð   f(−2) = (−2)2 − 3(−2) −1= 9

≤ ‡‡—œ  x = −2∫ÊuÇ XÝ« bŠ È«—«œ lÐUð 

= l
1
= lim

x→−2
+

f(x) = lim
x→−2

+
(x2 − 3x −1) = (−2)2 − 3(−2) −1= 9XÝ«— bŠ 

= l
2
= lim

x→−2
−

f(x) = lim
x→−2

−
(−4x +1) = −4(−2) +1= 9éÇ bŠ   

  

⇒  l
1
= l

2
= 9  ⇒  lim

x→−2

f(x) = 9

≥—œ lÐUð bŠ ‡‡  x = −2 —œ lÐUð —«bI� UÐ   x = −2ÆXÝ« dÐ«dÐ 

  

lim
x→−2

f(x) = f(−2) = 9

tDI� —œ ôUÐ lÐUð s¹«dÐUMÐÏ   x = −2ÆbýUÐÅv� t²ÝuOÄ 



ÅÅ±±π

 ‰U¦�¥∫ lÐUð v~²ÝuOÄ   f(x) = 1− x2
 Ê¬ tM�«œ t
 

  
−1,1[ ] ◊UI� —œ «— XÝ« ± Ë ±vÝ—dÐ ≠

 Ær?OM
Åv�± Ë ± r?¹—«œ Ë b?M²;¼ lÐUð n¹dFð tM�«œ —œ ≠
  f(1) = f(−1) =0e?O?� ◊UI� s¹« —œ lÐUð bŠ Æ

∫r¹—«œ Ë XÝ« ◊UI� s¹« —œ XÝ«— U¹ éÇ bŠ ÊUL¼

  

lim
x→1

1− x2 = lim
x→−1

1− x2 =0

ÆXÝ« t²ÝuOÄ ◊UI� s¹« —œ lÐUð Ë XÝ« dÐ«dÐ ◊UI� s¹« —œ lÐUð —«bI� UÐ ◊UI� s¹« —œ lÐUð s¹« bŠ s¹«dÐUMÐ

ÆXÝ« t²ÝuOÄ eO� œuš tM�«œ ◊UI� d¹UÝ —œ lÐUð s¹« t²³7«

 ‰U?¦�µ∫ l?ÐUð 

  

f(x) =
ax + 3  ,  x ≠1 (a ≠0)

5          ,  x =1





 —«b?I?� ÆX?Ý« ÷ËdH� as?O?O?Fð È—uÞ «— 

tDI� —œ lÐUð s¹« t
 bOM
Ï   x =1ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

 —œ lÐUð  x =1Ë XÝ« Ábý n¹dFð 

  f(1) = 5

 sOMÇÅr¼—œ   x =1 ÆXÝ« bŠ È«—«œ lÐUð

lim
x→1

f(x) = lim
x→1

(ax + 3) = a + 3

 —œ lÐUð t
 Ê¬ È«dÐ ‰UŠ  x =1∫rOýUÐ t²ý«œ b¹UÐ býUÐ t²ÝuOÄ 

lim
x→1

f(x) = f(1)  ⇒  a + 3 = 5  ⇒  a = 2

 ‰U¦�∂∫ lÐUð 
f(x) =

ax2 +2     ,   x > − 1 (a ≠0)

3              ,   x = −1

−3x + b    ,   x < − 1







 ÆXÝ« Ábý Áœ«œ a Ë bbOÐUOÐ ÊUMÇ «— 

 —œ lÐUð t
  x = −1ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

∫r¹—«œ

  f(−1) = 3

= l
1
= lim

x→−1
+

f(x) = lim
x→−1

+
(ax2 +2) = a(−1)2 +2 = a +2XÝ«— bŠ 

= l
2
= lim

x→−1
−

f(x) = lim
x→−1

−
(−3x + b) = −3(−1) + b = 3 + béÇ bŠ   

 b¹UÐ býUÐ bŠ È«—«œ lÐUð t
 s¹« È«dÐ
  
l
1
= l

2
∫vMF¹ 

®±©  a +2 = 3 + b  ⇒  a − b =1



ÅÅÅÅ±≤∞

 —œ lÐUð t s¹« È«dÐ Ë  x = −1∫b¹UÐ býUÐ t²ÝuOÄ 

lim
x→−1

f(x) = f(−1)  ⇒  a +2 = 3  ⇒  a =1

 —«bI� È—«c~¹Uł UÐatDÐ«— —œ Ï® ± —«bI� ©bÆœuýÅv� sOOFð   b =0

s¹dLð

±tDI( —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð “« p¹d¼ v~²ÝuOÄ ‡‡ÏÆbOM vÝ—dÐ ÁbýÅÁœ«œ 

  
f(x) = 2x2 + x

x −2
 ,  (x = −2) ®»  f(x) = 2x2 − 5x +1 ,  (x = 2) ®n1«

   f(x) = x +2

2x − 3
 ,  (x = 3)  ® 

  
f(x) = x2 −1

x2 +1
 ,  (x = −1) ®Û

  

f(x) =
3x2 − x  ,  x > − 3

2

−2x + 3  ,  x < − 3

2










    ,   (x = − 3

2
)

 

®À

f(x) =
−3x + 5  ,  x ≥ − 1

x2 + 4  ,  x < − 1





    ,   (x = −1) ®Ã

 f(x) =

x +1

x −1
 ,  x > 3

2        ,  x = 3

5x −13  ,  x < 3













 ,   (x = 3) ®ı

f(x) =
4x2 +1   ,  x ≥ 0

(2x −1)2   ,  x < 0






 ,   (x =0) ®Õ

  

f(x) =
sin2x          ,  x > π

4

1

2
+ cos2 x    ,  x ≤ π

4










 ,   (x = π
4

) ®Œ

  

f(x) =
sin x + cosx    ,  x ≥ π

2

2sin2 x −1      ,  x < π
2










 ,   (x = π
2

) ®œ



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤±

≤ ÈU?¼œb?Ž ‡‡a Ë b l?ÐU?ð t? b?O?ÐU?OÐ ÊUMÇ «— 
f(x) =

ax +1             ,  x > − 2

13                  ,  x = −2

2ax2 + bx −1  ,  x < − 2







t?D?I( —œ Ï

  x = −2ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

≥ œËbŠ ‡‡ÅÅa lÐUð t bOM sOOFð È—uÞ «— 

  

f(x) =
−2x + a   ,  x ≥ 1

x2 + 3x   ,  x < 1





tDI( —œ Ï   x =1t²ÝuOÄ 

ÆbýU³(

     f(x) = 1− x    ,  x =1 ®—

     f(x) = x2 − 4   ,  x = −2 ®“



ÅÅÅÅ±≤≤

Â—UNÇ qB�

o²A�

◊U³ð—« —œ o²A� ÂuNH� ÆXÝ« v{U¹— rN� qzUL� “« ̈ lÐUð p¹ d¹œUI�  «dOOGð v~(u~Ç vÝ—dÐ

vÝ—dÐ ¨b(uýÅv� t²OdÖ —UÅtÐ vÐd−ð ÂuKŽ ÂULð —œ lÐ«uð t U−(¬ “« ÆXÝ« lÐUð p¹  «dOOGð v~(u~Ç UÐ

Æœd b¼«uš ÊUOÐ «— lÐ«uð —U²O— v~(u~Ç o²A� Ë XÝ« vÝUÝ« —UOLÐ lÐ«uð s¹« —U²O—

dOOGð @M¼¬

t?F?1U?D� ÆœuýÅv� ◊uÐd� dOG²�  «dOOGð tÐ X³L( lÐUð  «dOOGð vÝ—dÐ tÐ v{U¹— qzUL� “« È—UOLÐÏ

dOOGð t Áb¹bÄ Ëœ U¹ eOÇ Ëœ “« t rO(«œÅv� Æb�U−(«Åv� o²A� n¹dFð tÐ ÂU−(«dÝ t XÝ«  «dOOGð s¹« @M¼¬

g¹«eO« ¨Ê¬ ÈU�œ Ë “UÖ p¹ r−Š ¨Ê¬ ŸUFý Ë Ád¹«œ p¹ XŠUL� bM(U� ¨œuýÅv� Èd~¹œ dOOGð V³Ý vJ¹

ÁdNÐ Ë t¹U�dÝÏsÝ Ë Xš—œ p¹ dD\ ¨Ê«œ«“u( —ULý Ë XOFLł bý— ¨Ê¬ ÒÊ¬ 
± 

U¹® dOG²� Ê«uMŽÅtÐ «— vJ¹ ì

¨b?ý Áb?¹œ lÐUð g_Ð —œ t—uÞÅÊUL¼ Ë »U_²(« ©t²LÐ«Ë dOG²� U¹® lÐUð Ê«uMŽÅtÐ «— Èd~¹œ Ë ©qI²L� dOG²�

 UÐ «— dOG²�x UÐ «— lÐUð Ë y UÐ «— U¼ÅÊ¬ ÊUO� v~²LÐ Ë bMMÅv� h_A� f∫bML¹u(Åv� Ë bM¼œÅv� ÊUA( 

y = f(x)

U�uLŽÎ d?OOGð UÐ x —«bI� f(x)s?¹« X?³?L( @M¼¬ rO¼«ušÅv� U−M¹« —œ U� Æœd b¼«uš dOOGð eO( 

ÆrO¼œ —«d\ vÝ—dÐ œ—u� XÝ« È«ÅÁó¹Ë XOL¼« È«—«œ t «— U¼dOOGð

 ‰U¦�±∫F?� U¹ lÐUð t1œUÏ 

  
y = 5

9
(x − 32)t?ł—œ t ¨«—  Ï —u?cÅtÐ œ«dÖÅv²(UÝ VLŠdÐ «— U�dÖ 

tł—œ “« vFÐUðÏ v?{U?¹— —œ Ær?¹dOÖÅv� dE( —œ ¨bMÅv� h_A� X¹UN(—UO VLŠdÐ U�dÖ ±t r¹b(«uš 

tDÐ«—Ï  sOÐx Ë y v{U¹— —œ ÆXÝ« vDš ≤Ê«uMŽ UÐ tDÐ«— s¹« bý Á—Uý« U−(¬ —œ Æbý vOdF� vDš lÐUð 

  «d?O?O?G?ð X?³?L( v²1UŠ sOMÇ —œ ty  «d?O?OGð tÐ xj?š V?O?ý Ê¬ t?Ð t XÝ« XÐUŁ ÈœbŽ Á—«uL¼ 

±ö?¦?� Ær?¹«Åt?²?Od?~?( dE( —œ «— U¼ÅÊÅ¬ U� U−M¹« —œ t œ—«œ X1Ušœ eO( Èd~¹œ ÈU¼dOG²� ôUÐ ÈU¼Å‰U¦� VKž« —œ ‡‡Îg¹«eO« 

Æ ìdO�ÅËÅ¯d� Ê«eO� tÐ XOFLł bý— ¨—UAO tÐ “UÖ r−Š ¨ b�ÅtÐ t¹U�dÝ



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤≥

bŽ s¹« U−M¹« —œ ÆrO¹uÖÅv�œ


 XÐUŁ 

  

5

9
 t v�U~M¼ d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆXÝ« xÁ“«b(« tÐ Ï πtł—œ ÏX¹UN(—UO 

 ¨b?ÐU?¹ g¹«eO«yÁ“«b(« tÐ Ï µt? X?Ý« Ê¬ V?K?D?� s?¹« v?{U?¹— ÊUOÐ ÆbÐU¹Åv� g¹«eO« œ«dÖÅv²(UÝ tł—œ 

«dOOGð @M¼¬ò 


 y tÐ X³L( xÐUŁ —«bI� dÐ«dÐ åX


 

  

5

9
ÆXÝ« 

x

y

32

P2

P1

x1 x2

y2

y1

−
7

17
9

=
y

2
− y

1

x
2
− x

1

=

5

9
(x

2
− 32) −

5

9
(x

1
− 32)

x
2
− x

1

=
5

9
 dOOGð @M¼¬ y tÐ X³L( x jš VOý® 

  
P

1
P

2
©

 ‰U¦�≤∫ lÐUð y = f(x) =
1

3
x2 −1—«œuL( t b¹b¹œ t²ýcÖ ÈU¼Å‰UÝ —œ Æb¹dO~Ð dE( —œ «— 

«dOOGð X³L( t−O²(—œ ÆXÝ« vDšdOž lÐUð Ë ©vLNÝ® vM×M� ¨lÐUð s¹« 


 y  «dOOGð tÐ xqc«uO —œ 

ö??¦??� ÆX?L?O?( X?ÐU?Ł n?K?²?_?�Î v?²?\Ë x“« 
  
x

0
= 3 t?Ð 

  
x

1
= 3 / 3 ¨b??M? d?O?O?G?ð y “« 

  
f(x

0
) = 2t?Ð 

  
f(x

1
) = 2 / 63∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ  «dOOGð X³L( Ë œd b¼«uš dOOGð 

  

f(x
1
) − f(x

0
)

x
1
− x

0

=
2 / 63 −2

3 / 3 − 3
= 2 /1Å  

x

y

P2

P0

P1

−1

2

3 3/1 3/3

2/2

2/63

3



ÅÅÅÅ±≤¥

 dÖ« U�«x “«   x0 = 3 tÐ 
  
x

2
= 3 /1∫Xý«œ rO¼«uš bM dOOGð 

  

f(x
2
) − f(x

0
)

x
2
− x

0

=
f(3 /1) − f(3)

3 /1− 3
=

2 / 203 −2

0/1
=

0/ 203

0/1
= 2 /03

 vJ¹œe( —œ «— lÐUð s¹«  «dOOGð X³L( tÅs¹« È«dÐ≥∫rO¼œÅv� qOJAð «— d¹“ ‰Ëbł ̈ rOMO³Ð d²NÐ 

x L 2 L 2 / 6 2 / 8 2 / 9 3 3 /1 3 / 3 L 4 L

f (x) L 0/ 33 L 1/ 25 1/ 61 1/ 80 2 2 / 20 2 / 63 L 4 / 33 L

x − 3 L −1 L −0/ 4 −0/ 2 −0/1 0 0/1 0/ 3 L 1 L

f (x)− f (3) L −1/ 67 L −0/ 75 −0/ 39 −0/197 0 0/ 2 0/ 63 L 2 / 33 L

f (x)− f (3)
x − 3

L 1/ 67 L 1/ 87 1/ 93 1/ 97 ? 2 /03 2 /1 L 2 / 33 L

∫tÅs¹« tÐ tłuð UÐ

f(x) − f(3)
x − 3

=

1

3
x2 −1−2

x − 3
=

1

3
(x2 −9)

x − 3
= x + 3

3

 d¹œUI� Êœ«œ —«d\ UÐ Ê«uðÅv� «— ‰Ëbł dš¬ dDÝx  —U³Ž —œ 

  

x + 3

3
 œd t³ÝU×� v(UÝ¬ÅtÐ —œ Æl\«Ë

t?D?I( —œ «— lÐUð  «dOOGð jÝu²� @M¼¬ ‰Ëbł dš¬ dDÝ œ«bŽ«Ï 
  
x

0
= 3t È—uÞÅtÐ ÆbM¼œÅv� ÊUA( 

 lÐUð dÐÅÁËöŽ @M¼¬ s¹« œuýÅv� Áb¹œftDI( tÐ Ï 
  
x

0
= 3 —«bI� Ë 

  
x − x

0
 Ë ̈ œ—«œ v~²LÐ eO( t v²\Ë x

 “« dðÅpÇu d¹œUI� UÐ≥ “« dðÅ¯—eÐ U¹ ≥ tÐ ≥ tÐ X³L( s¹« œuýÅv� p¹œe( ≤s¹«dÐUMÐ ÆœœdÖÅv� p¹œe( 

tDI( —œ dOOGð @M¼¬ s¹« bŠÏ 
  
x

0
= 3 UÐ dÐ«dÐ ≤∫vMF¹ býUÐÅv� 

  

lim
x→x0

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

= lim
x→3

x + 3

3
= 2

 ÈUł tÐ dÖ«
  
x

0
= 3ö?¦� Î 

  
x

0
 UÐ dÐ«dÐ «— ∂Ë œu?Ð b?¼«u?š  ËUH²� dOOGð jÝu²� @M¼¬ r¹dO~Ð 

 tÐ dE( œ—u� X³L(  —uc s¹« —œ t b¹œ Ê«uðÅv�¥Æbý b¼«uš p¹œe( 

∫s¹dLð lÐUð ÊUL¼ È«dÐ ôUÐ ‰Ëbł tÐUA� v1Ëbł ftDI( —œ Ï 
  
x

0
= 6ÆbO¼œ qOJAð 

 “« dOG²� t v�U~M¼
  
x

0
 tÐ x —«bI� bMÅv� dOOGð 

  
x − x

0
 —«bI� Ë dOG²� uL( «— 

  
f(x) − f(x

0
)«— 

 —œ lÐUð uL(
  
x

0
 X³L( Ë bM�U(Åv� 

  

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

 —œ lÐUð  «dOOGð jÝu²� @M¼¬ «— 
  
x

0
Ábý Áœ«œ uL( ÅUÐ 

ÆbM�U(Åv�

 ‰U¦�≥∫ lÐUð —œ ftDÐU{ UÐ Ï   y = f(x) = x2 − 5x +6∫rO¼«ušÅv� 



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤µ

 —œ «— lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ ‡‡ n1«  x1 = 3 uL( UÐ ≤ÆrOM sOOFð 

—œ «— lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ ‡‡ »  x1 = 5 uL( UÐ ≤Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

©n1«x1 = 3⇒ y1 = f(x1) = f(3) = 9−15 +6 =0

x
2
= 3 +2 = 5⇒ y

2
= f(x

2
) = f(5) = 25 −25 +6 = 6

y
2
− y

1
= f(x

2
) − f(x

1
) = 6 −0= 6

 —œ dOOGð jÝu²� @M¼¬  x1 = 3 uL( UÐ ≤∫œuýÅv� sOOFð d¹“  —ucÅtÐ 

  

f(5) − f(3)
5 − 3

=
6

2
= 3

                                    ©»x1 = 5⇒ y1 = f(x1) = f(5) = 25 −25 +6 = 6

x
2
= 5 +2 = 7⇒ y

2
= f(x

2
) = f(7) = 49− 35 +6 = 20

y
2
− y

1
= 20−6 =14

—œ dOOGð jÝu²� @M¼¬  x1 = 5 uL( UÐ ≤ÆœuýÅv� sOOFð d¹“  —ucÅtÐ 

f(7) − f(5)
7 − 5

=
14

2
= 7

ÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ vK—uÞÅtÐ ly = f(x) dOG²� tÐ X³L( xÈ«ÅÁ“UÐ ÈË— dOG²� t v�U~M¼ ̈

 “«  x1 Uð   x2tM�«œ “« Ï∫XÝ« d¹“  —ucÅtÐ bMÅv� dOOGð lÐUð 

  

f(x
2
) − f(x

1
)

x
2
− x

1

 rO¼œ —«d\ dÖ«
  
x

2
− x

1
= h r¹—«œ ¨

  
x

2
= x

1
+ h —œ lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ —«bI� Ë   x1 uL( UÐ h

∫“« XÝ«  —U³Ž

f(x
1
+ h) − f(x

1
)

h

 ‰U¦�¥∫ lÐUð f tDÐU{ UÐ Ï   y = x2 + 3lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 È«“«ÅtÐ «—  x1 = 2 Ë 
  h =0/ 3Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∫r¹—«œ
  
x

1
= 2  ,  x

1
+ h = 2+0/ 3 = 2 / 3

  f(x1) = f(2) = 4+ 3 = 7

  
f(x

1
+ h) = f(2 / 3) = 5 / 29+ 3 = 8 / 29



ÅÅÅÅ±≤∂

t−O²(—œ

  

f(x
1
+ h) − f(x

1
)

h
=

8 / 29− 7

0/ 3
=

1/ 29

3
= 4 / 3

 ‰U??¦?�µ∫œ r??O??¼«u?šÅv?� t??³??ÝU??×??� v??K? —u?²?ÝÏ l??ÐU??ð d??O??O??G??ð j?Ýu?²?� @?M?¼¬ ft??D??ÐU?{ U?Ð Ï

  f(x) = x2 + 3x + 3 “« dOG²� v²\Ë «—   x1Á“«b(« tÐ Ï hÆr¹—Ë¬ XÝœÅtÐ bM dOOGð 

∫r¹—«œ

f(x
1
+ h) − f(x

1
)

h

  f(x1) = x1
2 + 3x + 3

  
f(x

1
+ h) = (x

1
+ h)2 + 3(x

1
+ h) + 3

  
f(x

1
+ h) − f(x

1
) = (x

1
+ h)2 + 3(x

1
+ h) + 3 − (x

1

2 + 3x
1
+ 3)

                                                       
  
= 2x

1
h + 3h + h2

  

f(x
1
+ h) − f(x

1
)

h
=

2x
1
h + 3h + h2

h

                                  =
h(2x

1
+ 3 + h)
h

= 2x
1
+ 3 + h

 d?O?G?²� tÐ X³L( ôUÐ lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ ¨t(uL( Ê«uMŽÅtÐx È«“«ÅtÐ   x1 = 4 Ë 
  h =0/05

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

f(4+0/05) − f(4)
0/05

= 2(4) + 3 +0/05 =11/05

∫t²J$ ÈUł tÐ Ê«uðÅv� ôUÐ —u²Ýœ —œ   x1 —«bI� ̈x∫Xý«œ rO¼«uš  —uc s¹« —œ œ«œ —«d\ «— 

=
f(x + h) − f(x)

h
lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ 

 ‰U¦�∂∫ lÐUð ftDÐU{ UÐ Ï   y = f(x) = x2 + 5x + 4ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 dOG²� tÐ X³L( «— lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ vK —u²Ýœ ‡‡ n1«xÆbOM sOOFð 

 —œ «— lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ bŠ ‡‡ »h =∞ÆbOM sOOFð ¨

 v²\Ë «— lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ ‡‡ Û  x = 3 Ë 
  h =0/ 4XÝœÅtÐ  Æb¹—Ë¬

 —œ «— Û XLL\ —œ lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ bŠ ‡‡  h =∞ÆbOM sOOFð 



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤∑

∫qŠ

©n1«  f(x) = x2 + 5x + 4

  f(x + h) = (x + h)2 + 5(x + h) + 4

  f(x + h) − f(x) = (x + h)2 + 5(x + h) + 4− (x2 + 5x + 4)

t−O²(—œ

  f(x + h) − f(x) = 2xh + 5h + h2

fÄ

  

f(x + h) − f(x)
h

=
2xh + 5h + h2

h
=

h(2x + 5 + h)
h

= 2x + 5 + h

©»

  

lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= lim
h→0

(2x + 5 + h) = 2x + 5

©Û

f(x + h) − f(x)
h

= 2x + 5 + h = 2(3) + 5 +0/ 4 =11/ 4

© 
lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= 2(3) + 5 =11

tDI( —œ lÐUð dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ «— ôUÐ ‰U¦� © ® XLL\ —œ Áb�¬ÅXÝœÅtÐ bŠÏ   x = 3ÆbM�U(Åv� 

∫r¹—«œ «— d¹“ n¹dFð vK —uÞÅtÐ

∫lÐUð p¹dOOGð È«ÅtE×/ @M¼¬  —œlÐUð f —«bI�  

  

lim
h→0

f(x
1
+ h) − f(x

1
)

h
È«ÅtE×1 @M¼¬ «—  

tDI( —œ lÐUð dOOGðÏ 
  
x

1
ÆbM�U(Åv� 

 l?ÐUð dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ‰U¦� Ê«uMŽ tÐ
  f(x) = x3 +2x +1tDI( —œ Ï 

  
x

1
= −2X?Ý« dÐ«dÐ 

∫UÐ

  

lim
h→0

f(−2+ h) − f(−2)
h

= lim
h→0

(−2+ h)3 +2(−2+ h) +1− (−8 − 4+1)
h

  

= lim
h→0

14h −6h2 + h3

h
= lim

h→0

(14−6h + h2) =14

∫t²J$tDÐU{ dÖ« Ï  —ucÅtÐ lÐUð x = f(t)∫b¹¬Åv�—œ d¹“  —uc tÐ ôUÐ —u²Ýœ ¨býUÐ 

  

lim
h→0

f(t + h) − f(t)
h



ÅÅÅÅ±≤∏

 ‰U?¦�±∫Á“«b?(« Ï Ê¬ l?K?{ ‰u?Þ t? «— v?F?Ðd?� XŠUL� x U?Ð d?Ð«d?Ð XÝ« ys?¹«d?ÐU?M?Ð Ær?¹d?OÖÅv� 

  
y = f(x) = x2

 dOOGð @M¼¬ Æy tÐ X³L( x —œ µÅ
  
x

0
=  ÈU¼uL( È«dÐ ∞[¥ \∞[≥ \∞[≤ \∞[±Åh =—œ 

∫XÝ« Áb�¬ d¹“ ‰Ëbł

  

x 5 5 /1 5 / 2 5 / 3 5 / 4

y = x2
25 26 /01 27 /04 28 /09 29 /16

h 0 0/1 0/ 2 0/ 3 0/ 4

f(5 + h) − f(5) 0 1/01 2 /04 3 /09 4 /16

f(5 + h) − f(5)
h

? 10/1 10/ 2 10/ 3 10/ 4

 v??²??\Ë œu??ýÅv??� Áb??¹œ t??ÅÈ—u?ÞÅt?Ðx t??Ð µ v??M??F??¹ œœd??ÖÅv??� p?¹œe?( h¨œu??ýÅv??� p??Çu?? 

f(5 + h) − f(5)
h

 tÐ ±∞∫r¹—«œ l\«Ë —œ ÆœuýÅv� p¹œe( 

  

lim
x→x0

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

= lim
x→5

x2 −25

x − 5
= lim

x→5

(x + 5) =10

ÆXÝ« VKD� s¹« vÝbM¼ dO³Fð d¹“ qJý

5cm

1

4

5 ∆

  
f (x + h) − f (x) = (2x + h)h

h

hx

h

x



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤π

∫fÄ

f(x + h) − f(x)
h

=
(2x + h)h

h
= 2x + h

 dÖ« vMF¹hÁ“«b(«ÅtÐ Ï býUÐ pÇu vOU 
f(x + h) − f(x)

h
U³¹dIð Î UÐ ≤x∫fÄ ¨œuýÅv� dÐ«dÐ 

  

lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= lim
h→0

(2x + h) = 2x

 ‰U¦�≤∫t1œUF� Ï  —u?cÅtÐ rOI²L� jš p¹ ÈË— „d×²� p¹ XdŠ 
  x = f(t)2t2 − 5t +1

ÆXÝ«

tDI( —œ «— „d×²� s¹« ÊUJ� dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ‡‡ n1«Ï 
  
t
1
= −1Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

tDI( —œ «— lÐUð s¹« dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ‡‡ »Ï 
  
t
1
= 3Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

ÆbOM sOOFð «— „d×²� s¹« ÊUJ� dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ vK—u²Ýœ ‡‡ Û

∫qŠ

 tDI( —œ ©n1«Ï 
  
t
1
= −1∫r¹—«œ 

lim
h→0

f(−1+ h) − f(−1)
h

  

= lim
h→0

2(−1+ h)2 − 5(−1+ h) +1− (2+ 5 +1)
h

  

= lim
h→0

−9h +2h2

h

= lim
h→0

(−9+2h) = −9

tDI( —œ ©»Ï 
  
t
1
= 3∫r¹—«œ 

  

lim
h→0

f(3 + h) − f(3)
h

  

= lim
h→0

2(3 + h)2 − 5(3 + h) +1− (18 −15 +1)
h

 Å

  

= lim
h→0

7h +2h2

h

ÅÅ
= lim

h→0

(7 +2h) = 7

tDI( —œ „d×²� dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ vK —u²Ýœ sOOFð È«dÐ ©ÛÏ t∫r¹—«œ 

  

lim
h→0

f(t + h) − f(t)
h



ÅÅÅÅ±≥∞

                                             

  

= lim
h→0

2(t + h)2 − 5(t + h) +1− (2t2 − 5t +1)
h

                                                                          

  

= lim
h→0

2h2 + 4th − 5h
h

                                                                 
= lim

h→0

(2h + 4t − 5) = 4t − 5

dOOGð jÝu²� @M¼¬ bŠ dÐ«dÐ lÐUð dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ¨bý Áb¹œ ôUÐ ÈU¼Å‰U¦� —œ t—uÞÅÊUL¼

ÆœuýÅv� p¹œe( dHc tÐ dOG²� uL( v²\Ë ¨XÝ« lÐUð

s¹dLð

± lÐUð ‡‡  f(x) = x2 +6x − 7ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

 “« dOG²� v²\Ë «— lÐUð s¹« dOOGð jÝu²� @M¼¬ ‡‡ n1«
  
x

1
= 2 tÐ 

  
x

2
= 6ÆbOM sOOFð ̈ bM dOOGð 

tDI( —œ «— lÐUð s¹« dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ‡‡ »Ï 
  
x

0
= 4Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

≤t?D?I( ‡‡Ï M(x,y) l?ÐU?ð —«œu?L?( dÐ «— 
  
y = x2

 d?¹ËU?B?ð Ë r?O?M?Åv� »U_²(« M dÐ «— ox Ë oy

 VOðdðÅtÐA Ë B rO�U(Åv�   (x > 0) dÖ« ÆSÁ“«b(« Ï qOD²L� XŠUL� OAMB  býUÐ SvFÐUð  —ucÅtÐ «— 

 “«x dOOGð @M¼¬ ÆbOM h_A� S tÐ X³L( x —œ «— dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ Ë 
  
x

0
= 4Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

≥ ŸUFý tÐ È«ÅÁd qJý tÐ Uð r¹«ÅÁœd œUÐ «— qJý È«ÅÁd pMœUÐ p¹ ‡‡±∞Áb�¬—œ d²�Åv²(UÝ 

¨œu?ý ÁœËe?O« Ê¬ ŸU?F?ý tÐ d²�ÅvKO� p¹ tO(UŁ d¼ —œ t È—uÞÅtÐ rO¼œ t�«œ« Ê¬ ÊœdœUÐ tÐ dÖ« ÆXÝ«

 —œ «— pMœUÐ s¹« XŠUL� dOOGð jÝu²� @M¼¬≤∞tO(UŁ Ïg¹«eO« È«ÅtE×1 @M¼¬ Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ‰Ë« 

 tO(UŁ —œ «— Ád `DÝ XŠUL�±∞ÆbOM »ULŠ 

¥ d‡Ö« ‡‡
  
p(t) = 3000+100t2 ÊU�“ —œ Èd²UÐ Ÿu( p¹ XOFLł g¹UL( t® býUÐ tVLŠ dÐ 

 —œ «— X?O?F?L?ł g¹«eO« jÝu²� @M¼¬ ¨©XŽUÝµ ÊU?�“ “« fÄ ‰Ë« XŽUÝ 
  
t
0
= 2Æb?¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

 —œ «— XOFLł g¹«eO« È«ÅtE×1 @M¼¬  t = 3ÆbOM »ULŠ 

µt?K?O?ÝËÅt?‡?Ð  d?²?O?1  V?L?Šd?‡?Ð  t?O?K?_?ð  ‰U?‡?Š  —œ  d?_?²?Ý«  p?¹  »¬  r‡−Š  ‡‡ÅÅÅÏÈd?‡?Ð«d?‡Ð  

  V =120(2500− 50t + t2)  ÊU�“ tÐt —œ tOK_ð jÝu²� @M¼¬ Æœ—«œ v~²LÐ tIO\œ VLŠdÐ ∏tIO\œ Ï

tIO\œ —œ «— ÊbýÅv1Uš È«ÅtE×1 @M¼¬ ÆbOM «bOÄ «— ‰Ë«ÏÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ tOK_ð “Už¬ “« r¼œ 

o²A� n¹dFð

 ‰U¦� —œ Ábý d– vDš lÐUð —«œuL( tÐ dÖ«±lÐUð dOOGð jÝu²� @M¼¬ ¨bOM tłuð q³\ g_Ð “« 



ÅÅÅÅÅÅÅ±≥±

t?D?I( d~¹œ  —U³ŽÅtÐ ÆXÝ« XÐUŁ È«ÅÁ“UÐ d¼ —œÏ 
  
P

2
 Ë 

  
P

1
Æb?M?ÅvL( dOOGð X³L( s¹« bMýUÐ t tÇ d¼ 

 j?š V?O?ý U?Ð d?Ð«d?Ð Ë ÈËU?L?� Á—«u?L?¼ d?O?O?Gð jÝu²� @M¼¬ UÐ dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ s¹«dÐUMÐ
  
P

1
P

2

 ‰U¦� —œ v1Ë ÆbýUÐÅv�≤  «dOOGð X³L( y«dOOGð tÐ  
x X³L( sO1Ë« ÆXLO( XÐUŁ “« q³\® Ábý t³ÝU×� 

 jš VOý ©‰Ëbł
  
P

0
P

1
š VOý t�«œ« —œ Ë ‡j

 

  
P

0
P

2
—œ Ábý t³ÝU×� ÈU¼ÅX³L( “« p¹d¼ ÆbýUÐÅv� 

š VOý eO( ‰Ëbłj


ÆbýUÐÅv� Ábý œU¹ jš Ëœ bM(U� lÐUð —«œuL( tDI( Ëœ “« Áb(—cÖ 

t?D?I( v²\Ë t œuý ÕdD� b(«uðÅv� ‰«RÝ s¹« ‰U¦� Ê¬ —œÏ P(x, f(x))t?Ð lÐUð —«œuL( ÈË— dÐ 

t?D?I(Ï 
  
P

0
(3, f(3))t?D?I?( Ëœ “« «—c?Ö j?š ¨œuý dðÅp¹œe( Ë p¹œe( Ï P Ë 

  
P

0
p?¹œe?( v?D?š tÇ tÐ 

 vMF¹ ¨œuýÅv�

f(x) − f(3)
x − 3

ÆœuýÅv� p¹œe( vDš tÇ VOý tÐ 

 jš VOý ÆbOM tłuð d¹“ —«œuL( tÐ
  
P

0
P ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ

  

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

y

xxO

C P

P

0

P

x0

L

f (x)

f (x )0

→

→

�«Òt?D?I?( v²\Ë UÏ Pt?D?I?( t?Ð l?ÐUð —«œuL( ÈË— dÐ ÏÐU?Ł X?


  
P

0
  ÁU?~?(¬ œuý p¹œe(x t?Ð 

  
x

0
p?¹œe( 

š vOdÞ “« ÆœuýÅv�j
 

lÞU\
  
P

0
Pš tÐ ‡j

 
® vM×M� dÐ ”UL�L∫fÄ bý b¼«uš p¹œe( ©Å

 lÞU\ jš VOý bŠ
  
=  P

0
P tDI( —œ lÐUð —«œuL( dÐ ”UL� jš VOý 

  
P

0

        
  
P → P

0

  

= lim
x→x0

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

tDI( —œ lÐUð dOOGð È«ÅtE×1 @M¼¬ ÊUL¼ s¹«Ï‰uÞ tÐ 
  
x

0
ÆbýUÐÅv� 

 ‰U¦�±∫t1œUF� tÐ vFÐUð —«œuL( dÐ ”UL� jš VOý rO¼«ušÅv� Ï 
  
y = x2 − xtDI( —œ «— Ï 

  
P

0
(2,2)

Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ



ÅÅÅÅ±≥≤

  

= lim
x→2

f(x) − f(2)
x −2

= lim
x→2

x2 − x −2

x −2
= lim

x→2

(x −2)(x +1)
x −2

= 3 tDI	 —œ ”UL� jš VOýÏ   x = 2

 ‰U¦�≤ ∫ lÐUð

  
y =

x
x −1

tDI	 Ë Ï 
  
P

0
rO¼«ušÅv� Ær¹dOÖÅv� dE	 —œ Ê¬ —«œuL	 ÈË— «— dH( ‰uÞ tÐ 

 —œ «— lÐUð —«œuL	 dÐ ”UL� jš VOý
  
P

0
Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

  

= lim
x→0

f(x) − f(0)
x −0

= lim
x→0

x
x −1

x
= lim

x→0

1

x −1
= −1tDI	 —œ ”UL� jš VOý Ï   x =0

∫d	cðÈ«Åt?E?×?/ @M¼¬ U¹ —«œuL	 dÐ ”UL� jš VOý vMF� tÐ tDI	 p¹ —œ lÐUð —«œuL	 VOý 

 —u( —œ® tDI	 Ê¬ —œ dOOGðÆbýUÐÅv� ©œułË 

 lÐUðy = f(x)t?DI	 Ë Ï 
  
x

0
tM�«œ “« Ï d?Ö« Ær¹dOÖÅv� dE	 —œ «— lÐUð s¹« ht?DI	 —œ dOG²� uL	 

  
x

0

 u?L?	 ¨lÐUð È«dÐ ¨býUÐ
  
f(x

0
+ h) − f(x

0
)¨«— d?O?G?²?� u?L?	 tÐ lÐUð uL	 X³@	 bŠ ÆXý«œ rO¼«uš «— 

∫vMF¹ ¨œuýÅv� p¹œe	 dH( tÐ dOG²� uL	 tD v�U~M¼

  

lim
h→0

f(x
0
+ h) − f(x

0
)

h

 lÐUð o²A� ¨©býUÐ t²ý«œ œułË bŠ s¹« tD vð—u( —œ® «—ftDI	 —œ Ï 
  
x

0
 UÐ «— Ê¬ Ë bM�U	Åv� 

  
′f (x

0
)U¹ 

  
′y (x

0
)∫vMF¹ ÆbM¼œÅv� ÊUA	 

  

′y (x
0
) = ′f (x

0
) = lim

h→0

f(x
0
+ h) − f(x

0
)

h

 Êœ«œ—«dH UÐ
  
x = x

0
+ hlÐUð o²A� ¨ ftDI	 —œ Ï 

  
x

0
∫Xýu	 Ê«uðÅv� eO	 d¹“  —u( tÐ «— 

  

lim
x→x0

f(x) − f(x
0
)

x − x
0

= ′f (x
0
)

V/UD� Ë ôUÐ n¹dFð “«∫tD XKdÖ t−O²	 Ê«uðÅv� q³H ÈU¼ÅgOÐ —œ Ábý Áb	«uš 

tDI	 —œ lÐUð dOOGð È«ÅtE×/ @M¼¬ ©n/«Ï 
  
x

0
tDI	 —œ lÐUð o²A� UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ï 

  
x

0
Æ

tDI	 —œ lÐUð —«œuL	 dÐ ”UL� jš VOý ©»Ï 
  
x

0
tDI	 —œ lÐUð o²A� UÐ XÝ« dÐ«dÐÏ 

  
x

0
Æ

n?¹—U?Fð —œ t²K— —UDÅtÐ ÈU¼bŠ tD b	—«œ —U³²Ž« v²HË ‚uK ÈU¼ÅÁ—«eÖ XÝ« vN¹bÐr?O¼UH� ‚uK 

ÆbMýUÐ t²ý«œ œułË

 lÐUðftDI	 —œ Ï 
  
x

0
 ÁUÖd¼ œuýÅv� ÁbO�U	 d¹cÄÅo²A� 

  
′f (x

0
) lÐUð sOMÇÅr¼ ÆbýUÐ t²ý«œ œułË f«— 

Á“UÐ —œÏ (a, b) ÁU?Öd?¼ b?M?¹uÖ d¹cÄÅo²A� ft?DI	 d¼ —œ Ï Á«u?O/œ xs?¹«ÅÅÅ—œ Æb?ýU?Ð d¹cÄÅo²A� Á“UÐ Ê¬ “« 

UÐ «— o²A�  —u(′f (x)UÐ ÁœUÝ —uÞÅtÐ U¹ ′y bM¼œÅv� g¹UL	 ® ÈU¼œUL	 o²A� È«dÐ v¼UÖ

dy
dx

 Ë 

df
dx

Æ©œuýÅv� ÁœdÐ —UDÅtÐ eO	



ÅÅÅÅÅÅÅ±≥≥

 ‰U¦�±∫t³ÝU×� Ï o²A�   f(x) = 3x2 − 4xtDI( —œ Ï   x = −1∫

  

′f (−1) = lim
h→0

f(−1+ h) − f(−1)
h

Å        ÅÅ              

  

= lim
h→0

3(−1+ h)2 − 4(−1+ h)[ ] − 3(−1)2 − 4(−1)[ ]
h

Å                                  

  

= lim
h→0

−6h + 3h2 − 4h
h

= lim
h→0

−10h + 3h2

h

ÅÅÅ                                                            
= lim

h→0

(−10+ 3h) = −10

 ‰U¦�≤∫ o²A� rO¼«ušÅv� f(x) = 2x +1

x −1
tDI( —œ «— Ï   x = 2Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

′f (2) = lim
x→2

f(x) − f(2)
x −2

= lim
x→2

2x +1

x −1
− 5

x −2
= lim

x→2

−3x +6

x −1

x −2

= lim
x→2

−3(x −2)
(x −1)(x −2)

= −3

∫t²J$ XL_( XÝ« d²NÐ ̈ rOM »ULŠ tDI( bMÇ —œ «— lÐUð p¹ o²A� rO¼«u_Ð t v�U~M¼ ′f (a)

tDI( —œ «— o²A� vMF¹Ï Á«u_1œ a ÈUłÅtÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨rOM »ULŠ aÆr¹—«c~Ð «— Ábý Áœ«œ d¹œUI� “« p¹d¼ 

 ‰U¦�≥∫ o²A�   f(x) = x2 − x —œ «—   x = −1 Ë   x =0 Ë 

  

x = 1

2
 Ë   x = 3Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

tDI( —œ «— lÐUð o²A� «b²Ð«Ï a∫rOMÅv� t³ÝU×� 

  

′f (a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
= lim

x→a

(x2 − x) − (a2 − a)

x − a
= lim

x→a

(x − a)(x + a −1)

x − a
= 2a −1

∫s¹«dÐUMÐ

  

′f (
1

2
) =1−1=0  ¨    ′f (−1) = −2−1= −3

  ′f (3) = 6 −1= 5                  ¨    ′f (0) = −1

∫s¹dLðtDI( —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A� ¨o²A� n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ Ï∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ÁbýÅÁœ«œ 

      f(x) = x3 + 3x2 −2  ,  x =1 ®Å≤f(x) = 3x −1 ,  x = 2 ®Å±

ÅÅÅÅÅÅ     ,  x =0            

  

f(x) =
x

1+ x
 ®Å¥ÅÅÅ 

  
f(x) =

1

1− x
   ,  x = −1 ®Å≥

       

  

x = −
b

2a
, ÅÅ  f(x) = ax2 + bx + cÅÅ®Å∂  

f(x) = 2 1− x ,   x = −3 ®Åµ



ÅÅÅÅ±≥¥

∫„d×²� p¹ XŽdÝ jš ÈË— vd×²� DtDI( p¹ »U_²(« UÐ ÆXÝ« XdŠ —œ Ï O “« D

 bŠ«Ë —«œdÐ p¹ Ë √b³� Ê«uMŽÅtÐu
→

 jš ¨Ê¬ ÈË— D—œ t È—uÞÅtÐ ¨rOMÅv� q¹b³ð —u×� p¹ tÐ «— 

tKcUO tE×1 d¼Ï “« „d×²� ©—«œÅXNł® O“« XÝ« vFÐUð t «— tKcUO s¹« ÆbýUÐÅv� vIOIŠ œbŽ p¹ 

 ÊU�“tt1œUF� UÐ Ï s = f(t)tE×1 —œ tâ(UMÇ ÆrOMÅv� h_A� Ï 
  
t
0

tDI( —œ „d×²� Ï 
  
M

0
tKcUO Ë ÏÊ¬ 

“«
  
s
0
= f(t

0
) :OtE×1 —œ Ë ̈Ï ttDI( —œ Ï MtKcUO Ë Ï Ê¬ “«s = f(t) :O ÊU�“ —œ „d×²� ̈ býUÐ 

  
t − t

0

 XOUL�
  
M

0
MU?Ð XÝ« dÐ«dÐ t «—  s − s

0
= f(t) − f(t

0
)Ê¬ j?Ýu?²� XŽdÝ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« ÁœuLOÄ 

  

f(t) − f(t
0
)

t − t
0

ÆXÝ« l\«Ë —œ  lÐUð jÝu²� dOOGð @M¼¬ ÊUL¼  —U³Ž s¹« f(t) dOOGð tÐ X³L( tÆXÝ« 

 ÊU�“ t v�U~M¼
  
t − t

0
p¹œe( „d×²� È«ÅtE×1 XŽdÝÅÅÅÅtÐ jÝu²� XŽdÝ ¨býUÐ pÇu Á“«b(«ÅvÐ 

tE×1 —œ „d×²� È«ÅtE×1 XŽdÝ ÆœuýÅv�Ï 
  
t
0

 XŽdÝ bŠ ÊUL¼  —œ Ê¬ jÝu²�
  
t = t

0
Ê¬ t XÝ« 

 UÐ «—
  
v(t

0
)ÆbM¼œÅv� g¹UL( 

∫s¹«dÐUMÐ 

  

v(t
0
) = lim

t→t0

f(t) − f(t
0
)

t − t
0

 lÐUð o²A� ÊUL¼ ôUÐ bŠ U�«f(t)tE×1 —œ Ï 
  
t
0

 vMF¹ ÆXÝ« 
  
v(t

0
) = ′f (t

0
) vK—uÞÅtÐ ̈v(t) = ′f (t)¨

 ÆÊU�“ tÐ X³L( XOUL� o²A� UÐ XÝ« dÐ«dÐ „d×²� XŽdÝ vMF¹′f (t)ÆbýUÐ eO( vHM� XÝ« sJL� 

t³ÝU×� È«dÐ v²1UŠ sOMÇ —œÏ oKD�—b\ XŽdÝ Á“«b(« ′f (t)X�öŽ ‰UŠ d¼ —œ Æb(dOÖÅv� dE( —œ «— 

′f (t) —u?c t?Ð v?¼U?Ö «— ôU?Ð ÈdÐ«dÐ ÆbMÅv� h_A� «— „d×²� XdŠ XNł  v(t) = ds
dt

eO( 

ÆbML¹u(Åv�

 ‰U¦�¥∫tDI( ‰uÞ dÖ« Ï „d×²� M —u×� dÐ t ′x ox ÊU�“ —œ ¨XÝ« XdŠ —œ tdÐ«dÐ ©tO(UŁ® 

 U?Ðx t? È—u?ÞÅt?Ð b?ýU?Ð ©d²�Åv²(UÝ®   x = t2 − 4t + 3 ÈU?¼Åt?O?(U?Ł —œ «— „d×²� XŽdÝ ¨± Ë ≥ Ë µ

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ

∫qŠt³ÝU×� tÐ ©È«ÅtE×1® XŽdÝ s²OU¹ È«dÐ Ï∫r¹“«œdÄÅv� o²A� 

  

lim
h→0

f(t + h) − f(t)
h

= lim
h→0

(t + h)2 − 4(t + h) + 3[ ] − t2 − 4t + 3[ ]
h

        

  

= lim
h→0

2th − 4h + (h)2

h
= lim

h→0

(2t − 4+ h) = 2t − 4

××
M

r
uD

×
M

  
f (t0)  

f (t0)(t)



ÅÅÅÅÅÅÅ±≥µ

 fÄ  v(t) = ′f (t) = 2t − 4 ÈU¼ÅtO(UŁ —œ s¹«dÐUMÐ ± \≥ Ë µ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ VOðdðÅtÐ XŽdÝ 

  v(5) =10− 4 = 6       v(3) = 6 − 4 = 2       v(1) = 2− 4 = −2

 ÈU¼ÅtO(UŁ —œ vMF¹± Ë ≥ XŽdÝ —«bI� ≤tO(UŁ —œ Ë tO(UŁ —œ d²�Åv²(UÝ Ï µ ¨ ∂ÆXÝ« tO(UŁ —œ d²�Åv²(UÝ 

 —œ ÁËöŽÅtÐ  v(1) = −2 X?Žd?Ý U?Ð „d×²� t XÝ« s¹« d~(UOÐ vHM� X�öŽ ≤“« t?O?(UŁ —œ d²�Åv²(UÝ 

U�« ÆœuýÅv� dHc XŽdÝ bMÅv� dOOGð XdŠ XNł t È«ÅtE×1 —œ ÆXÝ« XdŠ —œ éÇ tÐ XÝ«—

 r¹—«œ  v(t) = 2t − 4 f?Ä Æv(t)t?E×1 —œ Ï   t = 2 t?E?×?1 s?¹« —œ Ë œuýÅv� dHc   x = −1s?¹«d?ÐUMÐ Æ

 t?Ð é?Ç t?Ð X?Ý«— “« œuš XdŠ —œ „d×²� t v�U~M¼  −1X?N?ł Ë Áb?ý dHc g²ŽdÝ bÝ—Åv� 

ÆœuýÅv� XÝ«— tÐ éÇ “« Ë bMÅv� dOOGð g²dŠ

∫ÂËœ o²A� o²A� y = f(x) vMF¹ ′y = ′f (x) «— ®o?²A� ©býUÐ t²ý«œ œułË t vð—uc—œ

 o²A� Ë ̈ ‰Ë«′y = ′f (x) «— ® lÐUð ÂËœ o²A� ©œułË  —uc —œy = f(x) UÐ Ë bM�U(Åv� ′′y = ′′f (x)

ÆbM¼œÅv� ÊUA(

 ‰U¦�µ∫ ‰U¦� —œ t È—uÞÅtÐ ¥ ‰Ë« o²A� bý Áb¹œ 
  
y = x2 − x “« XÝ«  —U³Ž 

  
′y = 2x −1

∫Ê¬ ÂËœ o²A� Ë

  
′′y = 2

∫t²J$t1œUF� dÖ« t rO²HÖ Ï „d×²� p¹ XdŠ s = f(t) vMF¹ Ê¬ ‰Ë« o²A� býUÐ ′s = ′f (t)

 UÐ Ë bM�U(Åv� XŽdÝ «—v(t) ÂËœ o²A� ÆbM¼œÅv� g¹UL( f(t) o²A� U¹ ̈v(t)bM¹uÖÅv� „d×²� »U²ý «— 

 UÐ Ëa(t) vMF¹ ¨bM¼œÅv� ÊUA( v(t) = ′f (t) Ë a(t) = ′v (t) = ′′f (t)Æ

 ‰U¦� —œ¥ dÖ« t r¹b¹œ   f(t) = t2 − 4t + 3ÅÅÅÅÅÅ   ∫r¹—«œ býUÐ   v(t) = ′f (t) = 2t − 4

   ∫fÄ  a(t) = ′′f (t) = 2Æ 

s¹dLð

±tDI( —œ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð —«œuL( dÐ ”UL� jš VOý ‡‡Ïs¹« o²A� “«® Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ÁbýÅÁœ«œ 

∫©bOM ÁœUH²Ý« XÝ« Ábý t³ÝU×� gOÄ ÈU¼Åt×Hc —œ t lÐ«uð

  2)   y = x2           ,      x = −1ÅÅ                      1)   y =
1

3
x2 −1       ,      x = 3

  
4)   y = x2 − x      ,      x =

1

2
ÅÅÅÅ                    

  3)   y = 3x2 −4x      ,      x = −1



ÅÅÅÅ±≥∂

≤‡?‡ —u?×?� d?‡?Ð t vd×²� xt?1œU?F?� È«—«œ X?Ý« XdŠ —œ U¼Ï   x = t2 −2t −1 XÝ« ®Åt«— 

 Ë tO(UŁ VLŠdÐxtKcUO —œ «— „d×²� s¹« jÝu²� XŽdÝ Æ©b¹dO~Ð d²�Åv²(UÝ «— Ï v(U�“   t =1 Ë   t = 4

 ÈU¼ÅÊU�“ —œ «— Ê¬ È«ÅtE×1 XŽdÝ Ë  t =0 Ë   t =1 Ë   t = 3Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

≥tO1Ë« XŽdÝ UÐ «— vÄuð ‡‡Ï ≥∞XNł dÖ« ÆrOMÅv� »UðdÄ ôUÐ tÐ sO�“ “« rzU\ —uÞÅtÐ tO(UŁ —œ d²� 

tDI( “« tKcUO X³¦�Ït1œUF� ¨býUÐ ôUÐ ·dÞÅtÐ »UðdÄ Ï qJý tÐ XdŠ 

  

S = − 1

2
gt2 + 30t—œ t XÝ« 

 Ê¬
  
g = 9 / 8m s2

 ̈ s¹«dÐUMÐ ÆXÝ« sO�“ g(«dÖ »U²ý   x = f(t) = −4 / 9t2 + 30tXÝ« »uKD� Æ

t³ÝU×�Ï∫

Æ»UðdÄ “« fÄ tO(UŁ p¹ ÊU¹UÄ —œ Ûuð È«ÅtE×1 XŽdÝ ‡‡ n1«

 ÊU¹UÄ —œ Ûuð È«ÅtE×1 XŽdÝ ‡‡ »≥Æ»UðdÄ “« fÄ tO(UŁ 

¥t?K?O?ÝËÅt?ÐÅÁb?ýÅÁœuLOÄ XOUL� dÖ« Ær¹«ÅÁœd »UðdÄ «u¼ tÐ «— vLOMð Ûuð ‡‡Ï¨d?²� VLŠdÐ ¨Ûuð 

 ÊU�“ “« vFÐUðt   —u?cÅtÐ tO(UŁ VLŠdÐ   s =12t − 3t2 —œ «— Ûuð jÝu²� XŽdÝ ¨býUÐ ≤tO(UŁ Ï‰Ë« 

tE×1 —œ «— Ê¬ XŽdÝ Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐÏ ttÇ —œ Ë œuýÅv� dHc XŽdÝ s¹« v(U�“ tÇ —œ ÆbOM »ULŠ 

tE×1 —œ øvŽUHð—«Ï   t = 4øXÝ« —bIÇ Ê¬ XŽdÝ Ë XÝ« t(u~Ç Ûuð XOF{Ë ¨»UðdÄ “« fÄ tO(UŁ 

ÈdOÖÅo²A� ÈU¼ÅtOC< Ë U¼—u²Ýœ

t³ÝU×� —œ b¹b¹œ ôUÐ ÈU¼Å‰U¦� —œ t È—uÞÅtÐÏ UOKLŽ ̈ Ê¬ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ̈ lÐUð p¹ o²A� 

U²³L(Î lÐUð ÁUÖd¼ Áó¹ËÅtÐ Æœ«œ ÂU−(« b¹UÐ «— ÈœU¹“ f(x)qJA� —UOLÐ —U s¹« býUÐ ÁbOâOÄ vð—U³Ž È«—«œ 

tOC\ Ë —u²Ýœ bMÇ dÐ vM²³� t œ—«œ œułË Èd~¹œ ‘Ë— t(U²_³ýuš U�« ÆXÝ« ÁbMMÅt²Lš ËÏÁœUÝ 

t³ÝU×� Ë XÝ«ÏÆbMÅv� ÊUÝ¬ —UOLÐ «— o²A� 

t³ÝU×� t b(—«œ œułË v¹U¼ÅtOC\ Ë U¼—u²Ýœ bý t²HÖ tÅÈ—uÞÅtÐÏÆb(“UÝÅv� ÊUÝ¬ «— lÐ«uð o²A� 

Ær¹d¹cÄÅv�  U³Ł« ÊËbÐ «— d~¹œ všdÐ Ë rOMÅv�  U³Ł« «— všdÐ Ær¹“«œdÄÅv� U¼ÅÊ¬ ÊUOÐ tÐ pM¹«

± dÖ« ‡‡c Ë XÐUŁ œbŽ p¹ f(x) = cr¹—«œ ÁU~(¬ ¨  ′f (x) =0

∫«d¹“

  

′f (x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= lim
h→0

c − c
h

= lim
h→0

0=0

ÆXÝ« dHc UÐ dÐ«dÐ XÐUŁ lÐ«uð o²A� ∫XHÖ Ê«uðÅv� fÄ

 ‰U¦�∂∫dÖ« 
  
y = 8 ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ 

  
′y =0

≤ dÖ« ‡‡y = f(x) = xn
 ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
′y = ′f (x) = nxn−1



ÅÅÅÅÅÅÅ±≥∑

 ‰U¦�∑∫ dÖ« 
  
y = x6

 ÁUÖÅÊ¬ 
  
′y = 6x5

∫t−O²$ dÖ« y = x ÁUÖÅÊ¬ 
  
′y =1

≥ dÖ« ‡‡f(x)  Ë d¹cÄÅo²A� vFÐUð a Ë XÐUŁ ÈœbŽ y = af(x)∫ÁUÖÅÊ¬ 

′y = (af(x) ′) = a ′f (x)

 ‰U¦�∏∫ dÖ« 
  
y = −5x7

 ÁUÖÅÊ¬ 
  
′y = −5(7x6) = −35x6

¥ dÖ« ‡‡f(x) Ë g(x) Ë d¹cÄÅo²A� lÐUð Ëœ y = f(x) + g(x)∫ÁUÖÅÊ¬ ¨

′y = ′f (x) + ′g (x)

∫«d¹“

  

′y = lim
h→0

f(x + h) + g(x + h)[ ] − f(x) + g(x)[ ]
h

                                            

  

= lim
h→0

f(x + h) − f(x) + g(x + h) − g(x)
h

               = lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

+ lim
h→0

g(x + h) − g(x)
h

= ′f (x) + ′g (x)

s¹« ÆlÐUð Ëœ Ê¬ ÈU¼Åo²A� ŸuL−� UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ ŸuL−� o²A� ∫XHÖ Ê«uðÅv� s¹«dÐUMÐ

Æœ«œ rOLFð lÐUð Ëœ “« gOÐ tÐ Ê«uðÅv� «— VKD�

∫t−O²$ dÖ« y = ax + b ÁUÖÅÊ¬ ′y = a

 ‰U¦�π∫ o²A� 
  
y = 3x5 − 5x2

ÆbOM t³ÝU×� «— 

∫qŠ  rO¼œ —«d\ dÖ«  f(x) = 3x5
Ë 

  
g(x) = −5x2

∫Xý«œ rO¼«uš 

  ′f (x) =15x4
 Ë 

  
′g (x) = −10x

∫fÄ
  
′y = ′f (x) + ′g (x) =15x4 −10x

µ dÖ« ‡‡ÅÅf(x) Ë g(x) Ë bMýUÐ d¹cÄÅo²A� lÐUð Ëœ y = f(x)g(x)∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ 

′y = ′f (x)g(x) + ′g (x)f(x)

 ‰U¦�±∞∫ o²A� 
  
y = (3x −2)(x2 +1)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  
′y = 3(x2 +1) +2x(3x −2) = 3x2 + 3 +6x2 − 4x = 9x2 − 4x + 3

 «b?²?Ð« dÖ«y  —u?cÅt?Ð «— 
  
y = 3x3 −2x2 + 3x −2o?²?A?� Ê¬ “« f?á?Ý Ë r?¹—Ë¬ X?ÝœÅtÐ 

t−O²( ÊUL¼ tÐ r¼ “UÐ r¹dO~ÐÏÆrOÝ—Åv� ôUÐ 



ÅÅÅÅÅ±≥∏

s¹dLð

∫b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A�

  f(x) = 7x + 3 ®Å≤  f(x) = 73Å ®Å±

  f(x) = 2− 5x + 4x2
 ®Å¥  f(x) = x3 + 3x2 + 7x + 3Å ®Å≥

f(x) = 4− 5x
3

+ x2
 ®Å∂  f(x) = 3x − 4x3

Å ®Åµ

  f(x) = (1+ 3x)2 ®Å∏f(x) = x3

3
+ x2

2
+ x +1Å ®Å∑

  
f(x) = a

0
+ a

1
x + a

2
x2

 ®Å±∞
  
f(x) = a

0
+ a

1
xÅ ®Åπ

  f(x) = x + (3x +2)2 ®Å±≤
  
f(x) = a

0
+ a

1
x + a

2
x2 + a

3
x3

Å ®Å±±

  f(x) = (x3 − x)(x −9) ®Å±¥  f(x) = (2x + 3)(3x − 7)Å ®Å±≥

f(x) = (5x − 4)(1− x
2

) ®Å±∂

  

f(x) = (x +1)(
x2

2
+ x)Å ®Å±µ

  f(x) = 3x(x2 +1)(x +2) ®Å±∏  f(x) = x3 (3x −2)Å ®Å±∑

∂ dÖ« ‡‡ÅÅf(x) Ë g(x) Ë bMýUÐ d¹cÄÅo²A� lÐUð Ëœ 
  
g(x) ≠0 Ë y = f(x)

g(x)
∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ 

′y = ′f (x)g(x) − ′g (x)f(x)

g(x)[ ]2
»d{Åq1UŠ ÈUNM� Ãd5� —œ  —u1 o²A� »d{Åq1UŠ UÐ XÝ« dÐ«dÐ Èd89 lÐUð p¹ o²A� ∫vMF¹

ÆÃd5� ÂËœ Ê«uð dÐ rO8Ið ¨ —u1 —œ Ãd5� o²A�

 ‰U¦
±±∫ lÐUð o²A� y = 3x
x −2

 t9 v�U~M¼   x ≠ 2∫XÝ« sOMÇ býUÐ 

  

′y = 3(x −2) − (1)3x
(x −2)2

= 3x −6 − 3x
(x −2)2

= −6

(x −2)2

 o²A� Ë

  

y = 1

x2
 ¨  x ≠0∫′y = −2x

x4
= −2

x3

lÐUð o²A
V�d
 

∑ d?Ö« ‡‡y = f(u) Ë u = g(x) ÁU?ÖÅÊ¬ b?M?ýUÐ d¹cÄÅo²A� lÐUð Ëœ y t?Ð X³8G xo?²A� È«—«œ 

Å o²A� dÖ« ÆXÝ«y tÐ X³8G u UÐ «— ′yu o²A�Ë y tÐ X³8G x UÐ «— ′yx∫r¹—«œ ÆrO¼œÅv� ÊUAG 

′yx = ′yu. ′u (x) = ′f (u) ′g (x)



ÅÅÅÅÅÅ±≥π

 ‰U¦
±≤∫ dÖ« 
  
y = u2 + u Ë   u = x2 −1∫r¹—«œ ¨býUÐ 

  
′yx = ′yu. ′u (x) = (2u +1)(2x) = 2(x2 −1) +1[ ](2x) = 4x3 −2x

 ‰U¦
±≥∫ o²A� rO¼«ušÅv� 
  
y = (x4 − 3x2 +1)3

∫rOM9 »U8Š «— 

 rOM9Åv� ÷dJ  u = x4 − 3x2 +1 fÄ 
  
y = u3

∫Xý«œ rO¼«uš Ë 

  
′ux = 4x3 −6x       Ë 

  
′yu = 3u2

∫s¹«dÐUMÐ
  

′yx = ′yu. ′ux = 3(x4 − 3x2 +1)2(4x3 −6x)

  = 6x(2x2 − 3)(x4 − 3x2 +1)2

 ∫t−O²� dÖ«y = un
 Ë u “« vFÐUð x∫Xý«œ rO¼«uš ¨býUÐ 

  
′yx = n ′u .un−1

∫r¹—«œ «d¹“
  

′yu = nun−1
        Ë      ′yx = ′yu. ′ux

 ÊuÇ t9′yx Ë ′ux ÊUL¼ ′yË ′u ∫bM8¹uGÅv� sOMÇ «— ôUÐ —u²Ýœ ¨bM²8¼ 
  

′y = n ′u .un−1

 ‰U¦
±¥∫ dÖ« 
  
y = (2x3 + x)5

∫ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ 
  

′y = 5(6x2 +1)(2x3 + x)4

∏ dÖ« ‡‡ f(x) Ë býUÐ X³¦� Ë d¹cÄÅo²A� vFÐUð y = f(x)∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
f(x) >0( ) Ë 

  

′y = ′f (x)
2 f(x)

 ‰U¦
±µ∫ o²A� y = x∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  

′y = 1

2 x

 o²A�
  
y = 7x + 3 ¨(x > − 3

7
)∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  

′y = 7

2 7x + 3

 o²A�
  
y = (1+ x2)3

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  

′y = 3 ×2x(1+ x2)2

2 (1+ x2)3
= 3x 1+ x2

 o²A�y = 2x + 5

3x −1
∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

  

′y =

2(3x −1) − 3(2x + 5)

(3x −1)2

2
2x + 5

3x −1

= −17

2 (2x + 5)(3x −1)3



ÅÅÅÅÅ±¥∞

s¹dLð

tM�«œ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A�Ï∫bOM9 h5A� «— lÐUð d¼ Èd¹cÄÅo²A� 

f(x) = 2x − 3

3x + 5
 ®Å≥

  

f(x) = x
x2 +1

 ®Å≤f(x) = x −1

x +1
 ®Å±

  

f(x) = x +1

x(x −1)
 ®Å∂f(x) = 4

(x −1)3
 ®Åµ

  

f(x) = 3(2x + 5)2

x3
 ®Å¥

  

f(x) = x −1

3 − x






2

 ®Åπf(x) = 1

x2 + x −2
 ®Å∏

  

f(x) = x3 −1

x3 +1
 ®Å∑

  f(x) = (5x2 −2)3
 ®Å±≤  f(x) = (2x + 3)4

 ®Å±±

  

f(x) = 1

1+ 1

x

 ®Å±∞

f(x) = 4− x2
 ®Å±µf(x) = x2 + 4 ®Å±¥  f(x) = 3x −2 ®Å±≥

  f(x) = (1+ x )3
 ®Å±∏

  

f(x) = 1

1+ x
 ®Å±∑

  
f(x) = x(x −2) ®Å±∂

  

f(x) = 1

2x +1
 ®Å≤∞f(x) = x

x + x
 ®Å±π

vðU¦K¦
 ÈU¼ÅlÐUð Åo²A


± o?²A
 ‡‡ y = sinx∫ o?²A� Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ È«dÐ sinx¨r?¹d?ÐÅv� —U9ÅtÐ «— vK9 ‘Ë— ÊUL¼ 

 X³8G bŠ vMF¹
sin(x + h) − sin x

h
Å—œ «— h =∞ÆrOM9Åv� »U8Š 

 vðU¦K¦� œU×ð« dÐUMÐsin(a + b) = sin a cos b + cosa sin b∫XýuG sOMÇ «— Ê¬ Ê«uðÅv� 

sin (x + h) − sin x = sin x cosh+ cosxsinh− sin x

∫Xý«œ rO¼«uš fÄ

sin(x + h) − sin x
h

=
(cosh−1)sin x + cosxsinh

h
=

cosh−1

h
sin x +

sinh
h

cosx

  ∫t9 rOG«œÅv� vJdÞ “«

  

lim
t→0

sin t
t

=1fÄ         

  

lim
h→0

sinh
h

=1

∫d~¹œ ·dÞ “« Ë

  

lim
t→0

cos t −1

t
= lim

t→0

(cos t −1)(cos t +1)
t(cos t +1)

= lim
t→0

cos2 t −1

t(cos t +1)

  

= lim
t→0

− sin2 t
t(cos t +1)

= lim
t→0

(− sin t
t

× sin t
cos t +1

) = −1× 0

2
=0



ÅÅÅÅÅÅ±¥±

∫s¹«dÐUMÐ

  

′y = lim
h→0

sin(x + h) − sin x
x

= lim
h→0

(
cosh−1

h
sin x +

sinh
h

cosx)

                                            

  

= lim
h→0

(
cosh−1

h
sin x) + lim

h→0

(
sinh

h
cosx)

                                                              =0× sin x +1× cosx = cosx

 o?²A� t−O²G—œsin x UÐ XÝ« dÐ«dÐ cosx U?¹ ¨′y = cosx lÐUð ∫XHÖ Ê«uðÅv� fÄ Æsin x

 —«bI� d¼ È«dÐx “«   RÅÊ¬ o²A� Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� cosxÆXÝ«Å

≤ o²A
 ‡‡y = cosx∫ÅÅÁ«— U?�« Æœ—Ë¬ X?ÝœÅtÐ tÐUA� ‘Ë— tÐ Ê«uðÅv� eOG «— ”uMO89 o²A� 

Êœd?Ð —U?9ÅtÐ UÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨rOM9 q¹b³ð rOÝUMýÅv� «— Ê¬ o²A� t9 ”uMOÝ tÐ «— Ê¬ t9 XÝ« s¹« Ê¬ dðÅÁœUÝ

ÁbŽU[Ï∫rOM9 »U8Š «— Ê¬ o²A� ¨V9d� lÐUð o²A� 

  
y = cosx = sin(π

2
− x)= sinu    ,     u = π

2
− x

∫fÄ′y = (cos u) ′u = (−1)cos(
π
2

− x) = − sin x

 lÐUð s¹«dÐUMÐcosx —«bI� d¼ È«dÐ x Ê¬ o²A� Ë XÝ« d¹cÄÅo²A� − sin xÆXÝ«ÅÅ

≥ o?²?A
 ‡‡y = tanx∫t?³?ÝU×� È«dÐ Ï ∫r?O?8?¹u?GÅv?� «b²Ð« o²A� s¹« tan x =
sin x
cosx

ÁU?ÖÅÊ¬ 

∫Xý«œ rO¼«uš ¨r¹dÐÅv� —U9ÅtÐ Ê¬ œ—u�—œ «— Èd89 lÐUð o²A� —u²Ýœ

  

′y =
cosx cosx − (− sin x)sin x

(cosx)2
=

1

cos2 x
=1+ tan2 x

 l??ÐU??ð f?Ätanx —«b??I??� d??¼ È«d?Ð k ∈Z  ,  x ≠ π
2

+ kπÊ¬ o??²??A??� Ë X??Ý« d??¹c??ÄÅo?²?A?� 

  

1+ tan2 x =
1

cos2 x
ÆXÝ« 

¥ o²A
 ‡‡y = cotx∫∫r¹dÐÅv� —U9ÅtÐ «— ôUÐ ‘Ë— eOG UłÅs¹« —œ 

y = cot x =
cosx
sin x

  

′y =
(− sin x)sin x − (cosx)cosx

(sin x)2
=

− sin2 x − cos2 x
sin2 x

=
−1

sin2 x
= −(1+ cot2 x)

 l???ÐU??ð f??Äcotx —«b???I???� d??¼ È«d??Ð k ∈Z  ,  x = kπÊ¬ o???²???A???� Ë X???Ý« d???¹c??ÄÅo??²??A??� 

−(1+ cot2 x) =
−1

sin2 x
ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅ±¥≤

 ‰U¦
±∂∫

∫dÖ« 
  
y = 2sin x + 3cosx¨ ÁUÖÅÊ¬

  
′y = 2cosx − 3sin x

∫dÖ«
  
y = sin5x¨ÁUÖÅÊ¬

  
′y = 5cos5x

∫dÖ«y = cos
x
3

¨ÁUÖÅÊ¬′y = − 1

3
sin

x
3

         ∫dÖ«y = tan(
π
3

−
x
2

)¨ Êœ«œ —«d[ UÐ ÁUÖÅÊ¬ y = tanu Ë 

  
u = π

3
− x

2

∫Xý«œÅrO¼«uš

  

′y = ′u (1+ tan2 u) = −
1

2
1+ tan2(

π
3

−
x
2

)





∫t−O²� dÖ« u Ë v “« vFÐ«uð «— xtL¼ ¨r¹dO~Ð Ït³ÝU×� ÈU¼—u²Ýœ Ïr¹«ÅÁb¹œ ÊuM9Uð t9 «— o²A� 

∫œd9 t1öš d¹“  —u1ÅtÐ v_Ëbł —œ Ê«uðÅv�

‰U¦
o²A
lÐUð

y = 7 ⇒ ′y =0 ,  y = − 3 ⇒ ′y =0 ,  y =1373 ⇒ ′y =0
  

′y =0y = c

  y = 4x − 9⇒ ′y = 4 ,  y = −5x + 7 ⇒ ′y = −5′y = ay = ax + b

  y = x6 ⇒ ′y = 6x5
  nxn−1xn

y = −3x5 ⇒ ′y = −3(5x4 ) = −15x4a ′uau

  y = x3 + 4x ⇒ ′y = 3x2 + 4′u + ′vu + v

y = (3x2 − x)(2x − 3) ⇒ ′y = (6x −1)(2x − 3) +2(3x2 − x)′u .v + ′v .uu.v

y =
2x −1

3x
2 + 5

⇒ ′y =
2(3x

2 + 5) −6x(2x −1)

(3x
2 + 5)

2
=

−6x
2 +6x +10

(3x
2 + 5)

2
  

′u v − ′v u

v2

u
v

y = 1

x3
⇒ ′y = − 3x2

x6
= − 3

x4
  

− ′v

v2
  

1

v

y =
1

x
5

⇒ ′y =
−5

x
6

= −5x
−6

  

−n

xn+1
= −nx−n−1

  

1

xn = x−n

  
y = (3x2 +1)4 ⇒ ′y = (6x) 4(3x2 +1)3[ ] = 24x(3x2 +1)3′u ′f (u)f (u)

  

y = x4 +1 ⇒ ′y = 4x3

2 x4 +1

 ,  y = x ⇒ ′y = 1

2 x  

′u

2 u
u

  y = sin(3x −1)  ,  ′y = 3cos(3x −1)′u cosusin u

y = cos(x2 +1)  ,  ′y = −2xsin(x2 +1)− ′u sin ucos u

  
y = tan(1− x2 )  ,  ′y = −2x 1+ tan2(1− x2 )[ ]  

′u (1+ tan2 u)tan u

  
y = cot(−5x)  ,  ′y = 5 1+ cot2(−5x)[ ]  − ′u (1+ cot 2u)cot u



ÅÅÅÅÅÅ±¥≥

s¹dLð

t?D?I?G —œ «— o?²A� —«bI� ÃË“ ÈU¼ÅÁ—ULý —œ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈU¼ÅlÐUð o²A�ÏÁbýÅÁœ«œ 

ÆbOM9 »U8Š

x = πË    
  
y = 3cosxsin2x ®Å≤y = sin x − cosx ®Å±

  
x = 3

π
2

Ë 
  
y = (sin x + cosx)2 ®Å¥

  
y = 3sin2 x +2cos3 x ®Å≥

  
x = π

3
Ë    

  
y = sin x cos 3x ®Å∂y = sin(− x

2
+ π

3
) + cos

x
2

 ®Åµ

  x =0Ë     

  

y = sin2 x
1+ cos2 x

 ®Å∏y = 1

cosx + sin x
 ®Å∑

  x = π2
 Ë y = x + sin x ®Å±∞y = 2cos2(

π
6

− x
4

) ®Åπ

  
x = π

4
Ë y = sin x tan x ®Å±≤y = cosx + sin x

cosx − sin x
 ®Å±±

  
x = π

2
Ë 

y =
1− tan

x
2

1+ tan
x
2

 ®Å±¥
  
y = tan2 x −2cotx ®Å±≥

  x =0Ë   y = sin x
1+ x

 ®Å±∂
  
y = 1+ sin x ®Å±µ

  
t = π

2ω
Ëy = sin ωt + cosωt ®Å±∏

  
y = sin3 t ®Å±∑



v{U¹— v�dÖdÝ

 È—bÄ¥∂ d?8Ä p¹ ¨t_UÝ ≤∂—b?Ä s?Ý ¨‰UÝ bMÇ “« bFÐ dÖ« Æœ—«œ d²šœ p¹ Ë t_UÝ 

—bIÇ d²šœ vGuM9 sÝ ¨œuý ‘d²šœ sÝ dÐ«dÐÅtÝ Ë ‘bG“dJ Ëœ sÝ ŸuL−� UÐ dÐ«dÐ

øXÝ«
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